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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


Предлагаемый сборникъ является попыткой со- 
брать въ одно цЪфлое лучиия изъ тЪхъ разнообраз- 
ныхъ и интересныхъ задачъ, которыя частью разбро- 
саны въ многочисленныхъ учебникахъ, задачникахъ 
и журналахъ, а частью просто передаются устно. 


Подобнаго рода задачи рЪзко отличаются отъ 
задачъ, наполняющихъ различные задачники или 
странно-заданнымъ условемъ, или нЪкоторой кра- 
сотой разсужден!я и изяществомъ рЪшен!я задачи, 
или непредвид$ннымъ отвфтомъ или же нЪкоторой 
искусственностью рЪшеня. 


ВсЪ задачи для удобства разбиты на отдЪлы (арие- 
метика, алгебра, геометр1я, тригонометр1я и физика) 
и расположены, по возможности, въ строгой послЪдо- 
вательности. 


КромЪ того, въ концЪ отдфловъ помфщены наи- 
болЪе интересные, соотвЪтствуюн!е этому отд$лу, 
софизмы. 


Задачи сопровождаются рЪшен!ями, а софизмыы—. 
разъясненями. 


Этотъ сборникъ въ первомъ своемъ изданйи былъ 
озаглавлень «Математичесне парадоксы и интерес- 
ныя задачи для любителей математики». Въ настоя- 
щемъ, второмъ издан!йи матер!алъ сборника былъ 
тщательно просмотрЪнъ, переработанъ и измЪненъ. 


Въ трудномъ дЬлЪ переработки сборника болышное 
участе приняли А. М. Бабадъ и С. Я. Турлыгинъ, 
которымъ составитель приносить глубокую благо- 
дарность. 


Матер!аломъ при составлен!и сборника служили, 
главнымъ образомъ, слфдующ!я книги: 


Ващенко-Захарченко. Истор!я математики. 

«ВЪстникъ опытной физики и элементарной мате- 
матики». 

Горячевь и Вофронець. Задачи, вопросы и софизмы 
для любителей математики. 

Обреимовь. Математическ!е софизмы. 

Люкась. Математическ!я развлечен!я. 

]оцгпа| 4е таётаНацез 616 теп+а1тез. 

Приложен!я къ журналу «Нива», 

и мнопя друпЯя. 


Кратый очеркъ изъ истори 
математики. 


Истор!я науки вообще есть и истор1я прогресса; несмотря 
на то, что въ истор!и умственнаго развит1я мы встрЪчаемъ вре- 
менами застой, все-таки при опредфленной высотЪ культуры 
умственныя прюбрЪФтен!я отличаются значительной прочностью, 

При бЪгломъ взглядЪ на историческое развит!е математиче- 
скихъ знай, нетрудно видЪть, что иной разъ почти одновременно 
это развит{е идетъ то съ видимымъ преобладан!емъ индуктивнаго 
метода, то разрастается въ способность терпЪливаго наблюден!я 
и собиран!я фактовъ, съ преобладанемъ дедукщи; поэтому нфтъ 
ничего удивительнаго въ томъ, что понадобилось много вЪковъ 
на то, чтобы собрать въ одно цфлое ту массу отрывочныхъ по- 
знан!й, которую постепенно прюбрЪталъ человЪческ!й разумъ. 

Математическя науки такъ же, какъ и другя мнопя области 
знан!я, обязаны своимъ происхожден!емъ различнымъ течен!ямъ 
человЪфческой мысли, при чемъ одной изъ самыхъ главныхъ при- 
чинъ возникновен1я примитивныхъ представлен въ области ма- 
тематики считаютъ образовавшееся постепенно понят1е о числЪ 
и МЬрЪ, лежащее въ основЪ какъ древней, такъ и современной 
математики. 

Колыбелью математическихъ наукъ и цивилизащи вообще 
не безъ основан! считается Востокъ, но ни одинъ еще ученый 
не могъ прослфдить первыхъ шаговъ прогресса въ области мате- 
матики. НЪкоторые считаютъ исходнымъ пунктомъ Египетъ, 
пруг1е— Китай, Индю или Халдею, а иные указываютъ на 
какой-то древнй, теперь уже вымерш, народъ, достигиий 
въ свое время высокой степени культуры. Какъ бы то ни было, 
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но самые древн!е изъ дошедшихъ до насъ памятниковъ матема- 
тическаго развит!я древнихъ народовъ, большею частью, при- 
наплежатъ египтянамъ и халдеямъ. 

Начало математики вообще имфетъ тфсную связь съ разви- 
т1емъ филосод]и; но на какихъ бы основахъ ни возникла матема- 
тика, важно то, что съ теченйемъ времени, находя извЪстныя 
свойства для отдЪльныхъ частныхъ случаевъ и постепенно комби- 
нируя ихъ, человЪчество могло вывести разнообразныя правила, 
придавъ имъ такимъ образомъ видъ нЪкоторой законности. 

Подобнымъ образомъ, эмпирически и возникла одна изъ са- 
мыхъ первыхъ и важныхъ отраслей математики—-геометр1я, ко- 
торая была ТЪсно связана какъ съ развитемъ архитектуры, 
такъ и съ развит1емъ астроном1и и измЪрен1емъ земель, при чемъ 
вопросъ, какимъ образомъ эта наука могла принять чисто умозри- 
тельную форму для насъ, вЪроятно, навсегда останется загадкой. 

Зародыши геометрическихъ познан!й относятъ въ Египетъ, 
откуда предполагаютъ ея переходъ къ грекамъ, гдЪ уже она 
и получила настоящее свое развит!е и приняла чисто научный 
характеръ, благодаря трудамъ философовъ Александр!йской 
школы, каковы Архимедъ, Эвклидъ и друге. Но прежде, чфмъ 
перейти къ развитшо математики въ Греши, бросимь бглый 
взглядъ на познан!я болЪе древнихъ народовъ, каковы халдеи, 
египтяне, китайцы ит. п. 

Халдеи. Какъ показали новЪйния изслЪдован!я, матема- 
тическ!я знан!я халдеевъ достигли значительнаго развит1я въ 
древней Вавилон1и и Ассирии, но, по недостатку матер!ала, 
точный отчеть объ ихъ знанйяхь дать довольно затру- 
днительно; извЪстно лишь, что различнымъ числамъ халдеи 
приписывали различныя мистическ1я свойства и значен!я, кото- 
рыя находили прим$нен!е въ ихъ религозныхъ и философскихъ 
воззрЪн1яхъ. Каждый изъ халдейскихъ боговъ обозначался од- 
нимъ изъ цфлыхьъ чиселъ между 1 и 60 (у халдеевъ была 60-ричная 
система счислен1я) и занималъ опредЪфленное мЪсто на небЪ. 
Ряду цфлыхъ чиселъ соотвфтствовалъ рядъ дробей, изъ которыхъ 
каждая дробь относилась къ извфстному злому духу. Халдей- 
скимъ астрономамъ были извЪстны ариеметическая и геометри- 
ческая прогресс1и; кромЪ того, у нихъ существовали таблицы 
квадратовъ и кубовъ чиселъ. 
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О познан1яхъ халдеевъ въ алгебр почти неизвЪстно; пред- 
гполагаютъ все-таки, что имъ не безызвЪфстно было рЪшен!е нф- 
которыхъ алгебраическихъ вопросовъ. 


Геометрическя фигуры у нихъ имЪ$ли значен!е гадательныхъ 
знаковъ; имъ были извфстны параллельныя лини, треугольникъ, 
квадратъ и т. п. Они умфли дЪлить окружность на 6 равныхъ 
частей, знали приближенное отношен!е длины окружности къ 
д1аметру (^=3) и т. д. Но главное вниман!е ихъ было обра- 
щено на астрономю; при наблюден1яхъ они пользовались при- 
борами, похожими на астроляб1ю; имъ былъ извЪстенъ гно- 
МОНЪ И Т. П. 


Вообще же математика народовъ древней Ассир1и и Вави- 
‚лони, будучи связана съ различнаго рода мистическими воззр$- 
н!ями и толкован!ями, не была приведена въ какую либо 
систему, вслфдств!е чего она не могла достигнуть болЪе 
или менфе значительнаго развит1я. 


Египтяне. О математическихъ познан!яхъ египтянъ мы 
знаемъ лишь по надписямъ на стфнахъ египетскихъ храмовъ 
{въ Едфу) и по найденной древней рукописи, получившей назва- 
н!е папируса Ринда, по имени англичанина Ринда, пожертво- 
вавшаго этоть папирусъ Британскому Музею. Изъ содержан!я 
этого папируса видно, что египетск!е математики почти за 
3000 лЪтъ до Р. Хр. достигли довольно значительныхъ резуль- 
татовъ; они, напр., умФли разлагать дроби на рядъ дробей 
съ числителями, равными единицЪ (ряды); имъ было извЪстно 
приведен!е дробей къ одному знаменателю; они умФли рЪшать 
ур-фя первой степени съ однимъ неизвЪстнымъ; имЪли понят! 
и, весьма вЪроятно, знали свойства ариеметическихъ прогрессий; 
умЪли находить площади треугольника и трапеши, а также и 
объемы пирамидъ. Египтяне имЪли представлен!е о дЪлени и пре- 
образован!и фигуръ; ими была даже сдЪлана попытка къ рьшеню 
задачи на квадратуру круга. Въ папирусЪ Ринда 
такимъ образомъ даны только свЪДЪн1я практической геометрии, 
но совершенно отсутствуютъ основныя геометричесн!я положен1я 
и теоремы. 


Древние египетсюе математики, подобно халцеямъ, не были 
чужды разнаго рода мистическихъ воззрЪн!Й на различныя со- 
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отношен!я между числами и геометрическимъ фигурамъ прида- 
вали различныя мистическля толкован!я. 

Индусы. По словамь одного арабскаго изслЪдователя, 
У индусовъ процвфтали науки еще въ глубокой древности. 

Изъ разсмотрфн1я ариеметическихъ методовъ мы видимъ, что 
имъ были извЪстны четыре основныхъ дЪйств!я надъ цфлыми 
и дробными числами, извлечен!е квадратныхъ и кубическихъ 
корней, правила смЬшен!я, товарищества, сплавовъ, процентовъ 
и тройное правило (конечно, вся система индусской математики, 
какъ и системы другихъ народовъ древности, сильно разнилась 
отъ современной, когда уже она приняла вполнЪ обоснованную 
форму). 

Изъ геометр1и индусамъ было извфстно довольно много; они, 
какъ и греки (что мы увидимъ далЪе), старались ршить задачу 
на трисекц1ю угла, квадратуру круга и кубату- 
ру; они знали многое изь планиметр1и и стереометрли. 

Познан1я по алгебрЪ были также у нихъ обширны. Любимымъ 
вопросомъ быль отдфль о неопредЪленномъ анализ (неопре- 
дЪленныя ур-!я); они рфшали ур-йя первой и второй степени; 
знали извлечен!е корней; ршали нфкоторые частные случаи 
ур-й третьей степени; знали прогресс!и и теор1ю соединен!й, а 
также имЪфли н$которое представлен1е о приложени алгебры 
къ геометрии. 

Изъ тригонометр1и имъ были извфстны основныя формулы, 
дуги приведен!я, синусы и косинусы суммы и разности двухъ 
дугъь и т. п.; при этомъ изъ тригонометрическихъ величинъ 
они пользовались преимущественно синусомъ, косинусомъ и си- 
нусомъ верзусомъ ($1п уетз.). Имъ даже, по нфкоторымъ свЪдЪ- 
н1ямъ, была извфстна сферическая тригонометр!я (начатки). 
Индусамъ также приписываютъ изобрЪтен!е ОЕ нуме- 
раши, неправильно называемой арабской. 

Китайцы. Свъдъня о развит!и математики въ КитаЪ 
весьма скудны; можно сказать боле или менфе увЪфренно 
только то, что въ своихъ познанйяхъ они довольно сильно 
отстали отъ другихъ народовъ, хотя въ Кита получили свое 
начало мног1я замЪчательныя открытя. 

Отдёльныхъ сочинен!й по математикЪ въ китайской литера- 
турЪ не существовало, а въ каждомъ изъ сочинен!й говори- 
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лось вообще о всЪхъ наукахъ. У одного изъ китайскихъ гео- 
метровь мы встрЪчаемъ ариеметическ!й треугольникъ, н%ко- 
торыя свойства котораго были еще раныше извЪстны арабамъ 
(въ ХГ вЪкЪ), и который былъ найденъ впослЪфдств!и Паска- 
лемъ. НаиболЪе же блестящихъ результатовъ китайск!е мате- 
матики достигли въ неопредЪфленномъ анализЪ. 

Греки. Одной изъ самыхъ древнфйшихь философскихъ 
школъ Греши считаютъ юнскую (представителемъ которой 
является Оалесъ Милетск!й), при чемъ полагаютъ, что въ ней 
математика, а въ особенности геометр1я, совершенно не имЪла 
научнаго характера, но основывалась всецфло на наглядномъ 
представлен!и, замънявшемъ всЪ позднфйш!я доказательства. 

БолЪе научно обосновалась геометр1я въ пиеагорей- 
ской школЪ, главная цфль которой состояла въ изслЪлован!и 
различныхъ свойствъ чиселъ, которымъ приписывались мисти- 
ческ1я значеня. Пиеагоръ, основатель школы, различалъ четныя 
и нечетныя числа, квадратныя, треугольныя, пирамидальныя 
ит. п.; при этомъ въ его учени мы находимъ уже зародышь 
теор1и прогресс1й и рядовъ, а также начала учешя о пропор- 
щяхь, что впослфдствы!и дало возможность геометру Архиту 
рЪшить одну изъ основныхъ задачъ древнихъ грековъ, а именно— 
задачу на удвоен!е куба, которая была сведена къ 
отыскан!ю средней пропорцюнальной. 

Вообще же ко времени основання школь платонов- 
ской и аристотелевской геометрическая изобрЪ- 
тательность грековъ побЪфдила трудность рфшен1я задачъ на 
квадратуру круга, трисекц!ю угла и ку- 
батуру, которыя оказались возможными не съ помощью 
циркуля и линейки, апри помощи н$фкоторыхъ кривыхъ высшихь 
порядковъ, какова, напр., квадратрикса Динострата *). 

Съ основанемъь александр!йской школы геометр!я 
была возведена на высокую степень совершенства и получила 
ту законченность, которую она имЪетъ въ трактат Эвклида 
«Начала». 


*) Проклъ, комментаторъ Эвклида, приписываетъь открыт!е квадра- 
триксы Гипп!ю, современнику Сократа, который пользовался ею для рфше- 
ня задачи трисекц1ю угла. Диностратъ примфнилъ впослфдств!и эту кривую 
для рЬшен!я вопроса о квадратурЪ круга. 
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Такимъ образомъ, первоначальное развит!е геометр1я полу- 
чаетъ вь Малой Аз!и у юн!йцевъ, затЪмъ переходитъ въ южную 
Итал1ю къ пивагорейцамъ, далЪе въ самый центрь Греши— 
Аеины (платоновская школа) и, наконецъ, въ Александр!ю. 

Съ паден1емъ александр!йской школы возникаетъь аеинская, 
а затЪмь визант|йская, указывающая упадокъ математи- 
ческихъ наукъ, а съ паденйемъ и этихъ школъ прекращается 
вообще развит!е математики въ Греши. 

Вполнф научный характеръ геометр!я пр!юбрЪтаеть лишь 
со временъ Эвклида, поставившаго математику въ ряды наукъ. 

Эпоху процвЪтан1я александр!йской школы вообще можно 
считать золотымъ вфкомъ въ развит!и греческой математики, 
такъ какъ съ нею связаны имена великихъ математиковъ, ка- 
ковы: Архимедъ, Эвклидъ и Аполлон]й Перигейсюй. 

Эвклидъ, главнымъ образомъ, сдфлался извЪстнымъ благо- 
даря упомянутому выше трактату по геометр!и, въ связи съ изло- 
жен!емъ нЪкоторыхъ понят! изъ ариеметики; важнЪе же всего 
развит!е Эвклидомъ ‘новыхъ методовъ, какъ, напр., учен1е 
о данныхъ величинахъ (рЪшене ур-й), теор!я 
чиселъ, несоизмЪримыя величины, пра- 
вильныя тЪла ит. п.; при этомъ въ ученйи о данныхъ 
величинахъ не трудно усмотрЪть первые зародыши анали- 
тической геометрии, впослЪдств!и развитой Декар- 
томъ. Въ этомъ же трактатЪ мы находимъ теорю пропоршй, 
отыскан!е дфлителей и кратныхъ данныхъ чиселъ, а также 
термины: плоское число, квадратное, кубичное, тЪлесное и т. п. 
Въ учени о несоизмфримыхъ величинахъ мы встрЪчаемъ осно- 
ваня теор!и исчерпыван1йЙ, которая замЪняла древ- 
нимъ современную теор1ю безконечно-малыхъ и послужила 
вмЪстЪ съ открытой въ ХУИП вЪкЪ задачей «о проведен!и каса- 
тельныхъ къ кривымъ» основой развит1я ди фференц!аль- 
наго исчислен1я. 

Другой представитель александр!йской школы, живШ въ 
ПЕ вЪкЪ до Р. Хр., Архимедь можетъ по заслугамъ назваться 
величайшимъ математикомъ древности. По свидЪтельству Плу- 
тарха, древн!е изумлялись той ясности въ доказательствахъ 
Архимеда, съ которой онъ ближе всего подошель къ новЪй- 
шимъ методамъ и теор!ямъ. Главныя заслуги. его состоятъ въ 
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томъ, что онъ далъ впервые методъ, сходный съ методомъ пре- 
дЪловЪ, и съ его помощью открылъ множество теоремъ, а также 
подробно изучилъ коническ1я сЪчен!я и друпя кривыя въ связи 
съ получаемыми вслЪдстве ихъ вращен1я тфлами, называвши- 
мися коноидами и сфероидами и носящими въ современной 
математикЪ термины: параболоидъ вращен{я, эллипсоидъ вра- 
щен1я и т. п. РазсЪкая эти тЪла вращен1я параллельными пло- 
скостями и пользуясь теор1ей предЪловъ, Архимедъ рфшилъ 
вопросъ о кубатурЪ тфлъ, послужившей основой теор!и 
опредЪленныхъ интеграловтъ. ВЬЪ его сочинени 
«О числЪ песчинокъ» мы находимъ первую идею десятичной 
системы счислен1я. При многочисленныхь вычисленяхъ, встрЪ- 
чающихся въ этомъ сочинен1и, Архимедъ пользуется ариемети- 
ческой и геометрической прогресс1лями. Сравнен1е этихъ про- 
грессй впослЪдстви привело Непера къ открыто лога- 
риемовъ. 


Почти въ одно время съ Архимедомъ жилъ знаменитый гео- 
метрь Аполлон1й Перигейск!, прославивиИйся главнымъ обра- 
зомъ трактатомъ «о коническихъ сЪчен!яхъ», въ которомъ, между 
прочимъ, встрЪчаемъ вопросъ о шах! шашЪ и ш!11- 
шиш”Ъ. 

Во второмъ вфкЪ до Р. Хр. велик астрономъ Гиппархъ 
положилъ начало математической астроном!{и; 
для астрономическихъ вычислен1й онъ пользовался прямолиней- 
ной и сферической тригонометр1ей, основы которой имъ были 
изложены въ сочинен!и «О восхожден!и и захожденйи свЪтилъ». 
Кром того ему приписываютъ открыт!е стереографи- 
ческой проекц!и и также приложенйе геометр1и къ 
астрономии. 

Въ срединЪ П вфка по Р. Хр. въ Греши славится астро- 
номъ и геометрь Птоломей, извЪстный своей системой 
движен!я небесныхъ тЪлъ и н$8которой разра- 
боткой теор!и координатныхъ осей. 

ДалЪе мы встрЪчаемъ самаго виднаго представителя второй 
александр!йской школы Дтюофанта, не безъ основан!я считаемаго 
творцомъ алгебры. 

Вь истори алгебры различаютъ три пер1ода: 1) алгебру рито- 
рическую—самую низкую ея ступень, когда еще всЪ дЪЬйств!я и 
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величины выражались словами и не существовало никакихъ 
символовъ; 2) алгебру синкопическую—вторую ступень ея раз- 
вит!я; въ этоть перюдъ начинаютъ сокращать слова, и по- 
являются н-которые знаки, и 3) алгебру символическую—по- 
слЪднюю ступень ея развит1я, гдЪ всЪ дЪйств1я безъ исключеня 
изображаются посредствомъ символовъ. 

Дтюфанть былъ первый, рЬшивш!й ур-е второй степени 
алгебраическимъ путемъ, такъ какъ ранфе эти ур-4я рЪшались 
чисто геометрическимъ построенемъ. Благодаря Дюфанту мате- 
матика грековъ слфдуетъь новому направлен1ю, при которомъ 
главную роль играетъ алгебра, а геометр1и отводится уже второе 
мЪсто. Такое измЪнен1е направлен1я въ теченйи развит1я мате- 
матики повторяется довольно часто; такъ, Пиеагоръ однимъ 
изъ первыхъ изслфдуетъ свойства чиселъ; свою теорему о ква- 
дратЪ, построенномъ на гипотенузЪ, онъ прилагаетъ къ числамъ 
и вводить такимъ образомъ н5которую связь между геометр1ей 
и ариеметикой. Ариеметикой вообще называлась наука о чи- 
слахъ, т.-е. объ изслфдованйи свойствъ чисель и раздфлени 
ихь на классы. Греческая ариэеметика—наука чисто теорети- 
ческая; въ такомъ духЪ написаны были у грековъ всЪ ариеме- 
тики, изъ которыхъ самой обстоятельной является ариеметика 
Никомаха. Практическая ариеметика носила назван{е логистики. 


Начиная съ Эвклида, ариеметика принимаетъ чисто научный 
характеръ, хотя и чисто геометрически, такъ какъ всЪ свой- 
ства чиселъ объясняются на лин1яхъ, площадяхъ и т. п. Такой 
характеръ ариеметика сохраняетъ до Никомаха, который изла- 
гаетъ ее безъ посредства геометр1и, такъ что у него она является 
вполнЪ наукой о числахъ. 

Со времени Никомаха вся математическая литература прини- 
маетъ ариеметическ!й характеръ вплоть до начала ХИ столЪт1я, 
когда Фибоначчи знакомитъ европейцевъ съ алгеброй арабовъ; 
съ этого момента математика принимаетъ алгебраическое напра- 
влен!е, которому слЪдуетъ до ХУ] вЪка, когда начинаютъ инте- 
ресоваться трудами Дюфанта, изучен!е которыхъ даетъ толчокъ 
къ усовершенствован!ю методовъ неопредЪленнаго анализа, но 
съ появленйемъ метода дифференщаловъ неопредЪленный анализъ 
снова забрасывается до тЪхь поръ, пока Эйлеръ не обращаетъ на 
него главное вниман1е, чЪмъ и полагаетъ начало окончательному 
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его изслЪдован!ю, благодаря трудамъ математиковъ ХХ вЪка, 
каковы Лагранжъ, Гауссъ, Якоби и др. 

Блестящее развит!е наукъ у ученыхъ александр1!йской школы 
во время упадка Римской импер!и (гдЪ математическая познан!я 
были значительно слабЪе греческихъ, такъ какъ у римлянъ мате- 
матика существовала лишь для практическихь примфнен!й) 
останавливается въ У1 столЪт!и по Р. Хр. 

Арабы. ПослЪ ряда религозныхь войнъ, имфвшихъ своей 
цфлью распространене Ислама огнемъ и мечомъ, арабы значи- 
тельно укрфпили свои позищи и зажили мирной жизнью. Осно- 
ванная ими столица Багдадъ дфлается центромъ цивилизащи, 
и въ промежутокъ времени между 1Х и ХИ] вЪками создается 
обширная математическая литература, основы которой были, 
большею частью, заимствованы у грековъ. 

Сравнивая оставшеся послф арабовъ памятники по матема- 
тикЪ и астроном, мы видимъ, что ихъ ученые превзошли во 
многомъ греческихъ. Главныя заслуги арабовъ состоятъ въ томъ, 
что они поставили тригонометр!ю въ ряды математическихъ 
наукъ. Греческая тригонометр1я носить чисто геометрический ха- 
рактеръ, а у арабовъ характеръ тригонометр1и-—чисто алгебраи- 
ческий. Арабы первые ввели тангенсъ, какъь самостоятельную 
величину, а также котангенсъ, секансъ и косекансъ, о которыхъ 
до нихъ нигдЪ не упоминается; кромЪ того, ими были построены 
тригонометрическ1я таблицы для тангенсовъ и котангенсовъ. 

Изъ числа самостоятельныхъ трудовъ арабовъ упомянемъ вве- 
ден1е ими трехъ или четырехъ основныхъ предложен, которыя 
лежатъ въ основЪ тригонометр!и; введене синусовъ дугъ вмЪсто 
двойныхъ хордъ; научное обосноване приложентя ал- 
гебры къ геометр1и; рьышене н$Фкоторыхъ ур-й 
3-й степени и т. п. 

Средне и новые вЪфка. Сь введенемъ христанской ре- 
лиги быстро прекращается развит! е математики. Христане 
безъ разбора истребляютъ сочинен1я язычниковъ, стремясь рас- 
пространить повсемЪстно Евангел!е. Въ эту мрачную эпоху по- 
гибаютъ замБчательньйш!е памятники древней культуры. Тво- 
рен1я арабскихъ мыслителей и математиковъ не могли получить 
распространен1я въ ЕвропЪ, такъ какъ фанатичное и нетерпимое 
духовенство, пользовавшееся тогда неимовЪрнымъ вл1ян1емъ на 
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самые широк!е круги населен!я, считало все, исходящее отъ 
нехрист!анъ, ересью и богохульствомъ. Наступило полное го- 
сподство схоластическаго догматизма, всякая критика и стре- 
млен!е впередъ преслфдовались самымъ безпощаднымъ обра- 
сомъ вплоть до сжиган1я на кострф. Произведен1я почти всЪхъ 
мыслителей среднихъ вЪфковъ проникнуты духомъ схоластики 
и мистицизма. 

Математики этого мрачнаго историческаго пер!ода занимаются 
преимущественно вопросами, меньше всего касающимися истин- 
ной математической науки: пишутся цфлые трактаты о мистикЪ 
чиселъ и объ ихь таинственныхъ свойствахъ. Гяжелое и суровое 
время прожило человЪфчество подъ ужаснымъ гнетомъ фана- 
тизма и невЪфжества, и только отдфльныя свфтлыя личности 
цфпко держались за культурное наслЪше грековъ и римлянъ 
и въ тиши монастырскихъ кел!И знакомились съ идеями араб- 
скихъ мыслителей. ЦФпь развит1я знанйй не была окончательно 
потеряна. Изъ математиковъ среднихъ вЪковъ особенно достойны 
упоминан1я имена Алькуина, Герберта и Рожера Бэкона, ко- 
торыя являются свфточами въ безконечно-однообразной умствен- 
ной культурЪ этого времени. 

Открыт!е Америки и начало реформаци знаменуютъ собой 
конецъ среднихъ вфковъ и вмЪстЪ съ тфмъ начало эпохи возрожде- 
ня наукъ и искусствъ. ИзобрЪтен!е книгопечатан!я явилось той 
могущественной силой, которая быстро разорвала оковы, свя- 
зывави Ця Европу въ течене многихъ столЪфт!й. 

Возрожден!е математическаго творчества относится къ на- 
чалу ХУ! столЪт1я. Къ этому времени одно за другимъ быстро 
слЪдуютъ открыт!я въ различныхъ областяхь математики и 
астрономии. Въ 1545 году въ НюренбергЪ появляется въ высшей 
степени цфнное произведен!е Кардана («Агз тавпа»), содержа- 
щее вообще зародыши современной алгебры, выходящие за пре- 
дфлы сравнительно узкой схемы античной математики. Въ этомъ 
произведен!и Карданъ даеть рфшен!е кубическаго уравнения. 

Начало второй половины ХУ|[ столЪт1я выдвинуло на первый 
планъ тригонометрическ1я вычисленя. Блестяще успЪхи астро- 
ном!и, связанные съ именемъ Коперника, обусловливаютъ по- 
явлен!е въ свЪтъ первыхъ большихъ тригонометрическихъ та- 
блицъ. Конець ХУ! вЪка ознаменовывается открыт!емъ десятич- 
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ныхь дробей. Стройное и систематическое изложен!е свойствъ 
десятичныхъ дробей и дЪйств!й съ ними впервые дано было въ 
«Алгебрф» нидерландца Стевина, появившейся въ 1585 году. 

Самую видную роль въ истори математики сыграль ХУП в. 

Ни одинъ вфкь не блещетъ столькими великими именами, 
столькими глубокими всеобъемлющими идеями; никогда человЪ- 
ческая мысль не достигала такихъ высотъ, никогда не дЪлала 
такихъ великихъ обобщений. ЧеловЪфческ!й генйй, окончательно 
и безповоротно освободившись отъ оковъ средневЪковья, пред- 
сталъ во всей своей красотЪ и велич!и. Тенденшя къ дробленю 
математики на рядъ частей или дисциплинъ, вполнЪ отграничен- 
ныхъ одна отъ другой, и стремлен!е обойтись минимумомъ вспо- 
могательныхъ средствъ, избЪгая по возможности заимствован й 
у сосЪднихъ областей, уступаютъ свое мъсто новому направлен!ю. 
Это новое направлен!е, господствовавшее почти безраздЪльно до 
ХХ столфт1я, придаетъ главное значен1е органической связи 
между отдЪльными областями математики и предпочитаетъ тЪ 
методы, которые даютъ одновременное пониман!е многихъ об- 
ластей съ одной и той же точки зрЪниЯя. Можно сказать, что 
конечной цфлью новаго направлен!я является соединен!е всЪхъ 
математическихъ дисциплинъ въ одно цфлое. Честь великаго 
обобщен1я, существенно изм$нившаго весь дальнЪйций ходъ раз- 
вит!я математическихъ знанй, принадлежитъ знаменитому ма- 
тематику и философу Декарту-Картезю. Аналитическая геоме- 
тр!я Декарта (1637) установила связь между числомъ и про- 
странствомъ и такимъ образомъ объединила алгебру съ гео- 
метрией. 

Со временъ Декарта вплоть до Х[Х вЪка развит!е этихъ двухъ 
наукъ идетъ совмЪстно и абсолютно нфтъ возможности отдфлить 
одну отъ другой. Въ связи съ аналитической геометр!ей тотчасъ 
выступаютьъ двЪ велик!я проблемы ХУИ вфка: проблема касатель-, 
ныхь къ кривымъ и проблема квадратуры, т.-е. проблемы диф- 
ференцирован1я и интегрирован1я. Эти проблемы занимали 
умы многихъ выдающихся математиковъ ХУП вЪка. Кавальери, 
Роберваль, Ферматъ и Барроу (учитель Ньютона) удфляли этимъ 
вопросамъ много вниман1я и своими выдающимися трудами под- 
готовили почву для открыт!я анализа безконечно малыхъ. Надо 
замфтить, что вс эти ученые при разрфшен!и поставленныхъ 
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вопросовъ исходили изъ различныхъ точекъ зрфн1я и пользова- 
лись различными и въ высшей степени оригинальными методами. 
ИзслЪдован!е вопроса о тахипип’?ь и шшипипт’Ъ функщй, 
играющее въ высшей степени важную роль въ дифференщшаль- 
номъ исчислен!и, составляеть почти исключительно заслугу 
Фегрмата *). 

Для развит!я дифференщальнаго и интегральнаго исчислен1я 
въ собственномъ смыслЪ недоставало еще только одного, весьма 
существеннаго, факта: еще не знали, что обЪ эти науки находятся 
въ самой тТфсной связи, что между ними столько же общаго, 
сколько между прямыми и обратными геометрическими теоре- 
мами. Въ этомъ заключается сущность того громаднаго прогресса, 
который осуществился въ концф ХУП вЪка. Создателями анализа 
безконечно малыхьъ историки математики считають Ньютона 
и Лейбница, работавшихъ совершенно самостоятельно и. придав- 
шихъ своимъ произведенямъ совершенно различныя формы. 
Ньютоново исчислене флюксй и дифференщальное исчисление 
Лейбница, сильно отличаясь способами обозначен!й (такь на- 
зываемымъ логариемомъ), опредълен1ями и общимъ характеромъ 
изложен1я, однако удивительно родственны по своему внутрен- 
нему содержан1ю, цфли и полученнымъ результатамъ. ВнЪшнее 
различ!е этихъ двухъ произведен!й столь громадно, что ввело 
вВЪ заблуждене не только современниковъ ген!альныхь творцовъ 
анализа, но даже въ ХХ столЪии нЪкоторые математики (Гер- 
гартъ и Вайсенборнъ) рЪзко отграничивали ньютоновы флюкои 
отъ производныхь Лейбница. Новое ксчислен!е быстро распро- 
странилось по континенту и сразу сдфлалась достоян!емъ всего 
математическаго мра. Братья Бернулли, Тэйлоръ и Маклоренъ 
тотчасъ же приложили новое учен!е къ изслЪдован!ю различныхь 
математическихъ вопросовъ, значительно расширили это учение 
и обнаружили удивительную универсальность метода безко- 
нечно-малыхъ. Основной принципъ Лейбница, а именно прин- 


*) Ферматъ является безусловно однимъ изъ самыхь ген1альныхъ людей 
своего вЪка. Его заслуги въ области математическихь знан!й очень велики: 
онъ первый освободилъ теор!ю чиселъ отъ мистическаго налета среднихъ 
вЪковъ и поставилъ ее на строго научную почву. Судя по письмамъ къ 
Паскалю, Ферматъ много занимался также теор1ей вЪроятностей. Н%ко- 
торые историки склонны даже считать ето отцомъ этой науки. 
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ципъ непрерывности во всякомъ процессЪ природы, легъ въ осно- 
ван1е всЪхъ дальнъйшихь математическихъ построешй ХУ 
и ХХ вЪка. 

Заканчивая кратвй обзоръ великихъ открыт!Й золотого вфка 
математики, нельзя не упомянуть о возникновен!и новой геоме- 
три, извЪстной теперь подъ назван!емъ проективной. Начало 
этому новому ученю было положено трудами Паскаля и 
Дезарга. 

Кьъ блестящимъ открыт!ямъ ХУП вЪка относится еще создан!е 
шотландцемъ Неперомъ теор!и логариемовъ и появлен1е первыхъ 
логариемическихъ таблицъ (1614 г.). Логариемы дали легкое 
и удобное вспомогательное средство.для числовыхъ выкладокъ 
и далеко впередъ подвинули практическую тригонометр!ю. 

До ХУП вЪка истор!я имЪетъ еще возможность СлФдить 
за развит1емъ каждой отдЪльной математической дисциплины. 
Начиная съ ХУ1Ш вФка, всЪ математичесвя дисциплины какъ бы 
переплетаются, ученые работаютъ одновременно во всъхь об- 
ластяхь математики и двигаются впередъ съ изумительной бы- 
стротой. Одно открыт!е слфдуетъ за другимъ, одна математиче- 
ская идея смфняетъ другую, все старое перерабатывается, шли- 
фуется и получаетъ окончательную какъ внЪшнюю, такъ и вну- 
треннюю отдЪлку. Безсмертныя имена Эйлера, Дан!ила Бернулли, 
4’АатЪег”а, Клэро, Лагранжа, Лапласа, Лежандра, Монжа и 
Карно составляютъ украшен!е этой эпохи и тъсно связаны со 
всЪмъ дальнфйшимъ прогрессомъ математики вообще и съ раз- 
вит!емъ ученшя о дифференщальныхь уравнен1яхъ, вар!ацюн- 
номь исчислении и аналитической механикЪ въ частности. Въ 
конць ХУПТ столъя появился трудъ Монжа (1798) «Сеотече 
дезсир че», содержаший въ себЪ начала современной начертатель- 
ной геометр!и, играющей столь важную роль въ техникЪ и архи- 
тектурЪ. Черезъ годъ знаменитый н-мецюЙ математикъ Гауссъ 
доказалъ, что всякое алгебраическое уравнен!е имЪетъ по край- 
ней мЪрЪ одинъ корень, вещественный или комплексный. Эта 
теорема легла въ основу всего высшаго алгебраическаго анализа. 

Самымъ существеннымъ для начала ХХ столЪтя является 
строгое логическое обоснован!е высшаго анализа посредствомъ 
признаковъ сходимости и расходимости рядовъ, а также и из- 
ложен!е его въ современномъ духЪ. Окончательная разработка 


А. Ляминъ. Математичесв:е досуги. 2 
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анализа составляетъ заслугу корифеевъ математики ХХ вЪка— 
Гаусса, Абеля и Коши. Изъ дальнфйшаго развит!я математики 
можно отмтить возникновен!е математической физики, теори 
функшЙ комплекснаго перемЪннаго по Коши и Риману и векто- 
р!альнаго анализа Грассмана и Гамильтона. Благодаря трудамъ 
Понселе, Шаля, Штейнера и Штаудта, проективная геометр1я, 
начало которой было положено еще въ ХУ! столфт1и, вылилась 
въ стройную и систематическую науку. ИзслЪдован!е аксюмъ 
геометр!и и создан!е новыхъ геометрическихъ системъ, каковы— 
геометр1я Лобачевскаго и Римана, составляютъ всецфло завое- 
ван1е новъйшаго времени. Одной изъ важнфйшихь особенностей 
ХХ вЪка считаютъ стиль и художественную форму математи- 
ческаго изложен1я. Сочинен1я лучшихъ математиковъ нашего 
времени обладають такими художественными достоинствами, 
о которыхь раньше и не мечтали. 

Вь заключен1е замътимъ, что математика имЪъетъ безуслов- 
ное преимущество передъ другими науками тфмъ, что ея открыт! я 
и усп$хи, являющеся слЪдствемъ исключительно строго-логи- 
ческаго мышленя, стоять внЪ всякихъь сомнфн!Ш и имють 
абсолютную цфнность, которой не можетъ коснуться всесиль- 
ный бичъ временъ. 


Ариеметика. 
р 


По столбу, высота котораго 1 аршинъ, ползетъ 
улитка. Начавъ съ основаня столба, она днемъ 
поднимается на 4 вершка, а ночью спускается на 
3 вершка. Черезъ сколько сутокъ улитка доползетъ 
до верха столба? 

Рьшенле. За сутки улитка поднимается на | вершокъ, а за 
12 сутокъ на 12 вершковъ. Оставшеся до верху 4 вершка она 
доползеть за 13-й день. Улитка, слЪдовательно, до верху столба 
будетъ полэти 121], сутокъ. 


2. 


Покупатель, купивъ въ магазинЪ шляпу за 15 руб., 
уплатилъ продавцу двадцатипятирублевый кредит- 
ный билетъ. Продавецъ, размЪнявъ данный ему би- 
леть у сосфда, отдалъ покупателю 10 руб. сдачи. 
Черезъ нфкоторое время къ продавцу приходитъ со- 
сЪдъ и заявляетъ, что полученный имъ для размЪна 
билетъ--фальшивый, вслЪдств!е чего онъ возвра- 
щаетъ его продавцу и получаетъ въ обмЪнъ настоя- 
щую двадцатипятирублевку. Сколько убытку понесъ 
продавецъ? 


Ръьшене. Продавець отдалъ покупателю шляпу цфною въ 
15 рублей и 1О рублей сдла . всего онъ здЪсь потерялъ 25 рублей. 
Деньги же, полученныя отъ сосЪфда при размфнЪ билета, онъ 
снова ему возвратилъ. СлЪдовательно продавецьъ ипстерялъ 
всего 25 рублей. 

2* 
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3. 


Какими гирями, общий вЪсъ которыхъ составляетъ 
одинъ пудъ, можно взвфшивать грузы вЪсомъ отъ 
1 до 40 фунтовъ (въ цфлыхъ числахъ фунта)? 


Отвтът»ь. Гири должны быть вЪсомъ въ 1, 3, 9и 27 фунтовъ. 


4. 


Сколько разъ придется приставлять пилу, чтобы 
распилить бревно на 9 частей? 


Ришеше. Только 8 разъ, такъ какъ при отдЪлен!и предпо- 
слЪдней части отдфлится также и послфдняя часть, 


5. 


Раздфлить 7 апельсиновъ на 12 равныхъ частей 
при услови, чтобы каждый апельсинъ рЪзать меньше, 
чЪмъ на 12 частей. 


Рюшене. Разръжемь четыре апельсина каждый на три 
части, получимъ 12 частей, а послфдн!е З3—каждый на 4 части— 
получимъ также 12 частей. Взявъ одну часть отъ первыкъ четы- 
рехъ апельсиновъ и одну часть отъ вторыхъ трехъ-—будемъ имЪть 
одну двЪфнадцатую часть отъ семи апельсиновъ. 


6. 


Два мальчика купили въ лавкЪ 8 пряниковъ. На 
эту покупку первый потратилъ 5, а второй 3 копейки. 
ВстрЪтивъ по дорог товарища, они втроемъ съФли 
всф пряники, при чемъ каждый съБлъ одну и ту же 
порщю. При прощанши встрЪтившИйся товарищъ далъ 
мальчикамъ 8 копеекъ. Какъ они должны раздфлить 
между собою полученныя деньги? 


Ръшене. ПрисоединившИйся товарищь оцфнилъ въ 8 копеекъ 
съЪденные имъ */; пряника, или */, пряника въ | копейку. Пер- 


15 8 7 
вый мальчикъ удфлиль товарищу 3 —3=5 пряника, а вто- 


У 
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рой 3—3=3 пряника. СлЪдовательно, первый долженъ по 
лучить 7 коп., а второй 1 коп. 


7. 


ЖелЪзная дорога въ два пути соединяетъ противо- 
положныя станши А и В. Каждый часъ съ обоихъ 
концовъ опновременно выходитъ по по$зду. Сколько 
по пути встрЪтится пофздовъ, если Вхать отъ А къ В, 
зная, что $зды между этими станщями ровно сутки? 


Ръьшене. Въ моментъ отхода какого-нибудь пофзда со стан- 
щи А на эту же станцио прибываетъ поЪздъ, вышедиий со стан- 
щи В ровно на 24 часа раньше. Этотъ пофздъ, конечно, не будетъ 
встрЪчнымъ. По дорог пофздъ встрЪфтитъ 23 поЪзда, вышедшихъ 
изъ В въ предшествующия сутки, и 24 поЪзда, вышедшие изъ В 
въ то время, когда поЪздъ А находился въ пути. Всего, слЪдова- 
тельно пофздъ А встрфтить 23--24=47 поЪздовъ. 


Одинъ господинъ завЪъщалъ капиталъ въ 14000 руб. 
своей женф при услови, что если у нея родится 
мальчикъ, то сынъ долженъ получить вдвое больше 
матери, а если родится дочь, то мать должна полу- 
чить вдвое больше дочери. Родились близнецы: сынъ 
и дочь. Какъ было исполнено завЪщан!е? 


Рьшенле. Изъ наслфдства должна быть удЪлена одна часть 
матери, двЪ так1я же части сыну, а половина такой же части 


1 
дочери. Все наслфдство должно быть раздфлено на 1-25 ча- 


1 1 
сти, т.-е. на 35 части. Одна часть составляетъ 14000 : 35 = 


=4000 рублей. СлЪдовательно, мать должна получить 4000, 
сынъ 8000, а дочь 2000 рублей. 


3. 


На памятникЪф Д1офанта находится слЪдующая 
надпись: «Прохожй! Подъ симъ камнемъ покоится 
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прахъ Д!офанта, умершаго въ старости. Шестую 
часть его жизни заняло дтство, двЪнадцатую-—-отро- 
чество, седьмую— юность. ЗатЪмъ протекла поло- 
вина его жизни, посл чего онъ женился. Черезъ 
пять лЪтЪъ у него родился сынъ, а когда сыну минуло 
4 года, Д1офантъ скончался. Скажи, сколькихъ лЪтъ 
онъ умеръ?» 

Рьшене. Часть жизни Дюфанта, протекшая отъ его рожде- 


, 1 1 |] 
ня до женитьбы, выразится суммой дробей: 5 те. 15 + 7 + 5= 
75 25 
= 84 — 28; часть его жизни отъ женитьбы до смерти выразится 
25 3 
разностью 1—255=28. Эта часть, очевидно, равна 5--4=9 годамъ. 


, з 
Сльдовательно, Дюфантъ умеръ, когда ему было 9: 58 —84 года. 


10. 


Отцу 45 лЪтъ, а сыну 10. Черезъ сколько лЪтъ 
ихъ возрасты будутъ относиться, какъ 9 : 4? 


Рьшеняе. Разность между лЪтАми ‚отца и сына будетъ за все 
время ихъ жизни постоянна и равна 35 годамъ, а разность между 
частями будеть 9—4=5. Одна часть, слфдовательно, выразится 
частнымъ 35 : 5=7 годамъ. Поэтому, когда ихъ возрасты будутъ 
относиться, какъ 9:4, отцу будеть 7.9=63 года, а сыну 
7.4=28 лЪтъ. СлЪдовательно требуемое задачей отношен!е лЪтъ 
наступить черезь 63—45 или 28—10, т.-е. черезъ 18 лфть. 


И. 


Ящикъ вмЪщаетъ 4 фунта изюма или 6 фунтовъ 
миндалю. Если его наполнить тфмъ и другимъ на 
одинаковыя суммы, то содержимое будетъ вЪсить 
41/, фунта и стоить | руб. 8 коп. Что стоить фунтъ 
миндалю и изюма? 


Рьшенле. Одинъ фунтъ миндалю занимаетъ столько же мЪста, 


4 2 1 
сколько 3 фун. изюма; разница же въ вЪсЪ будетъ на 3 фунт. 
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Такъ какъ вЪсъ ящика со смфсью изюма и миндалю превышаетъ 
вЪсъ ящика съ однимъ изюмомъ на 1/, фунта, то, слЪдовательно, 


113 13 
миндалю въ смЪси было> 18=2 ф., а изюма 45—5=3 фун. Ка- 


ждый сортъ стоить 108 :;2=54 коп., поэтому 1 фун. миндалю 
стоитъ 36 коп., а 1 фун. изюма 18 коп. 


12. 


Два пофзда по параллельнымъ путямъ движутся 
другъ другу навстрЪчу, одинъ со скоростью 30 верстъ 
въ часъ, а другой со скоростью 40 верстъ въ часъ. 
Пассажиръ, сидящйй во второмъ поЪздЪ, замфтилъ, 
что первый пофздъ шелъ мимо него въ течеше 6 се- 
кундъ. Какова длина перваго поЪзда? 


30 1 
Рьшенае. Первый поЪфздъ проходитъ въ секунду 60 60° 120 


40 1 
версты, а второй 50 50= 96 Версты. Длина перваго поЪзда 
равна разстоян!ю, пройденному вторымъ пофздомъ въ течение 
6 секундъ, сложенному съ разстоянйемъ, пройденнымъ первымъ 
пофздомъ въ теченйе того же времени. СлЪдовательно длина 


1 1 1 1 344 7 
перваго поЪзда равна поб+о6= ОЕ =5б версты, 


или 58 саж. 1 арш. 


13. 


Опредфлить моментъ между | часомъ и 2 часами, 
когда минутная стрЪлка часовъ покрываетъ часовую. 


Рюшенле. Когда минутная стрфлка проходить черезъ всЪ 
60 дЪлен!й циферблата, часовая проходитъ только черезъ 5 его 
дълен!й. СлЪдовательно, минутная стр$Флка движется въ 60:5 =12 


. и 
разъ быстрЪе часовой и каждую минуту нагоняетъ ее на 15 ДЬ- 


лен1я циферблата. Когда минутная стрфлка была на 12 часахъ, 
часовая была на 1 часЪ; разница между ними 5 дЪлен!й. Стрфлки, 


Е 
очевидно, совпадутъ черезъ 515=5 {+ минуты. 


2 4! 


14. 


Купецъ прюбрЪлъ 11 шерстяныхъ платковъ, по 
З руб. 50 коп. за каждый. НЪсколько изъ нихъ онъ 
продалъ, взявъ за каждый проданный платокъ столько 
лишнихъ полтинниковъ, сколько платковъ осталось 
‚непроданными. ОпредЪфлить число проданныхъ плат- 
ковъ, зная, что онъ выручилъ сумму, равную затра- 
ченной на покупку всЪхъ платковъ. 


Ръшене. Такъ какъ на покупку платковъ купецъ потратилъ 
11.7=77 полтинниковъ, а за каждый проданный платокъ онъ 
выручалъ цЪфлое число полтинниковъ, то число проданныхъ плат- 
ковъ должно быть дфлителемъ 77. Очевидно, что за каждый 
проданный платокъ купецъ выручалъ 11 полтинниковъ или 5 руб. 
50 коп., а всего имъ было продано 7 платковъ. 


15. 


Одинъ торговецъ при оптовой продажЪ своего то- 
вара дЪлаетъ съ назначенной на товаръ цЪны скидку 
въ 7% и, кромЪ того, въ случаЪ продажи на налич- 
ныя деньги, еще дЪлаетъ уступку въ 12% съ пони- 
женной цфны. Другой торговецъ дЪлаетъ скидку 
въ 129, съ назначенной и, кромЪ того, 7% съ пони- 
женной цфны при одинаковыхъ съ первымъ торгов- 
цемъ прочихъ услов1яхъ. У котораго изъ нихъ вы- 
годнфе покупать товаръ на наличныя деньги? 


Рьшене. Первый торговець дфлаетъ съ назначенной цфны 
скидку въ 7%, т.-е. вмЪсто рубля получаетъ 93 копЪйки, а въ 
случаъ продажи за наличныя деньги дфлазтъ съ пониженной 


цфны еще уступку въ 12%, т.-е. вмЪсто рубля получаетъ 88 коп., 


.93 21 

—81-- коп.Разсуждаятакимъ же 
100 —?'25 у 
образомъ относительно второго торговца, убЪдимся, что совер- 


шенно безразлично, покупать ли у того или у другого торговца. 


16. 


Землекопы нанялись выкопать дв ямы, объемы 
которыхь должны относиться, какъ 1:2. Начавъ 


а вмЪсто 93 коп. получитъ 
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съ утра копать ббльшую яму, они послЪ полудня 
раздЪлились на двЪ равныя парти. Первая парт1я 
продолжала копать большую яму и къ вечеру вы- 
копала ее, а вторая парт!я принялась копать меньшую 
яму. Сколько было землекоповъ, если извЪстно, что 
въ течен!е слЪдующаго дня оставшуюся часть работы 
выполнилъ одинъ землекопъ? 


Рющшенле. Обозначимъь однодневную рабочую силу всЪхь 
землекоповъ единицей; чтобы выкопать большую яму, потребо- 


113 
бовалось 514=4 этой рабочей силы; слЪдовательно, чтобы 


3 
выкопать меньшую яму, потребуется только 5 этой рабочей 


силы. Въ первый день на меньшую яму было затрачено всего 
! 311 


2 однодневной силы всЪхь землекоповъ. Разность 8 48 со- 


ставляетъ однодневную рабочую силу одного землекопа. Отсюда 


1 
находимъ, что всЪхъ землекоповъ было 15 =8. 


17. 


Пассажирск!й пароходъ, идя вверхъ по теченю 
рЪки, проходитъ разстоян!е между городами Аи В 
ВЪ 4 часа 30 минутъ, а обратно въ 3 часа. Во сколько 
времени при ТЪхъ же услоняхъ проплыветъ то же 
разстоян!е боченокъ, брошенный по теченю рЪки 
въ мъстЪ 4? 


Рьшете. Внизъ по теченю пароходъ въ часъ проходить 


1 2 
д. —9 разстоян1я между городами 4 и В, а вверхъ противъ 
2 


1 
теченя—только 5 этого разстоян!я. Разность между пройден- 
ными въ часъ разстоян1ями выразитъ двойную скорость течен1я 
рЪки, потому что при движен!и противъ течен!я скорость паро- 
хода въ стоячей водЪ не только не увеличивается на величину, 
равную скорости течен!я, но, наоборотъ, еще уменьшается на 
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такую же величину. СлЪдовательно, скорость теченйя будетъ 


ур В 


1 
5-=18 разстояня между городами, а потому боченокъ, 


1 
брошенный по течению, проплыветъ все разстоян!е въ 118= 


=—=18 часовъ. 


18. 


Для нумераши страницъ книги потребовалось 
2775 цифръ. Сколько было въ книг страницъ? 


Рьшеняе. Для нумераши первыхъ 9 страницъ необходимо 
9 цифръ, а для нумеращи слЪдующихъ 90 страницъ необхо- 
димо 186 цифръ. Разность 2775—189 =2586 дастъ число цифръ, 
которыми перенумерованы страницы по 3 цифры, 4 цифры 
ит. д. въ каждой. Такъ какъ частное 2586 : 3=862 меньше ты- 
сячи, то страницъ, нумерованныхъ четырехзначными числами, 
очевидно, быть не можеть. Всего въ книгЪ 862-99 =961 стран. 


19. 


Сколько потребуется цифръ для того, чтобы 
перенумеровать книгу въ 1500 страницъ? 


Рьюшене. Чтобы перенумеровать первыя 9 страницъ надо 
9 цифръ; для слЪдующихь 90 страницъ—180 цифръ, для слф- 
дующихь 900 страницьъ-—2700 цифръ. Такимъ образомъ, чтобы 
перенумеровать въ книгФ страницы до 1000-й, надо 2700--180-- 
+9=2889 цифръ. СлЪдующя страницы перенумеровываются по 
4 цифры каждая. Такихъ страницъ по услов1ю задачи будетъ 
1500—999=501. На нихъ употреблено 501.4=2004 цифры. 
Всего же употреблено было 2889 --2004 =4893 цифры. 


20. 


Ученикъ правильно перемножилъ на доскЪ два 
числа—пятизначное на трехзначное, но нечаянно 


В 2 


стеръ нфкоторыя цифры такъ, что у него осталось 
слфдующее: 
Ж7*%жжж 
743 
ЖЖЖЖЖЕ 


ЖЖЖЖЖЖ 
ЖЖЖЖЖЖ 


42*+*87 
(МЪста стертыхъ цифръ обозначены звЪфздочками). 


Возстановить по этимъ даннымъ множимое и произ- 
веден!е. 


Ръшене. Если бы мы дфлили произведене 42***875 на 
множителя 743, мы получили бы другой множитель *7***, Про- 
42***875 | 743 изведемъ это дЪлене. Цифра единицъ числа 

3715 | *7**=*  *7*** можетъ быть только 5, такь какъ ныть 


42***16 125 больше ни одной цифры, которая, будучи 
86 умножена на 3, дала бы цифру единицъ произ- 

42***3 : я 
веден1я 5. Умноживъ найденную цифру част- 


наго 5 на дфлителя и вычтя результать изъ числа 42***875, 
получимъ сумму произведен!й числа 743 на вс цифры числа 
*7**5, кончая цифрой десятковъ (т.-е. безь цифры единиць). 
Такъ какъ цифра десятковъ неизвЪстнаго частнаго, будучи 
умножена на 743, должна давать послЪдней цифрой 6, что видно 
по числу 42***]6, то заключаемъ, что эта цифра можеть быть 
только 2. Умножая цифру десятковъ частнаго на 743 и вычитая 
результатъ изъ числа 42***]6, получимъ сумму произведен!й 
числа 743 на всЪ цифры числа *7*25, кончая уже цифрой сотенъ. 

Разсуждая по предыдущему, находимъ, что цифра сотенъ 
можетъ быть только 1. Итакъ, мы число *7*** можемъ написать 
ВЪ ВИДЪ *7125. Остающаяся неизвЪстной цифра частнаго будетъ 6, 
такъ какъ 6. 7=—42, а въ силу этого дв$ послЪдн!я слЪва цифры 
дЪлимаго 42***875, посл прибавления къ нимъ оставшихся 
лишнихъ единицъ слЪдующаго высшаго класса (въ данномъ слу- 
чаъ миллюнныя), будуть уже не 42, а больше. Слфдовательно 
послЪдняя искомая цифра будетъ 5 или меньше. При подстановкЪ 
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окажется, что 5 и есть недостающая цифра. Откуда находимъ 
множимое 57125 и произведене 42442875. 


21. 


ПомЪщикъ продалъ табунъ лошадей тремъ покупа- 
телямъ. Первому онъ продалъ половину всЪхъЪ быв- 
шихъ у него лошадей и еще полъ-лошади; второму 
половину оставшихся лошадей и еще полъ-лошади; 
наконецъ, третьему половину оставшихся лошадей 
и полълошади. Сколько лошадей было въ табунЪ, 
если извЪстно, что ни одной лошади не пришлось 
рЪзать пополамъ? 


Рьшене. Полъ-лошади составляетъ, очевидно, вторую поло- 
вину оставшихся посл второго покупателя лошадей; слЪдо- 
вательно, трей покупатель получилъ только одну лошадь. 
Не трудно сообразить, что второй покупатель получилъ 2, а пер- 
вый 4 лошади. Всего въ табун было 7 лошадей. 


22. 


Найти двузначное число, сумма цифръ котораго 13, 
а разность между искомымъ числомъ и обратнымъ 
ему, т.-е. числомъ, которое получится, если мы 
цифру единицъ искомаго числа поставимъ на мЪсто 
цифры десятковъ, а цифру десятковъ на мЪсто цифры 
единицъ, выражается числомъ, цифра единицъ ко- 
тораго есть 7. 


Ръшене. Разность между двузначнымъ числомъ и обратнымъ 
ему всегда кратна 9. Въ данномъ случаЪ сумма цифръ этой раз- 
ности должна непремфнно равняться 9, а, слЪдовательно, сама 
разность будетъ 27. Не трудно сообразить, что сумма искомаго 
числа и обратнаго ему будетъ состоять изъ 13 десятковъ и 13 еди- 
ницъ, т.-е. равна 143. По суммЪ и разности двухъ чиселъ легко 
найти и самыя числа. Меньшее число, обратное искомому, будетъ 
143—27 


2 —=58, а потому искомое число будеть 85. 


— 29 — 


23. 


Перемножить числа 235 и 433, написанныя по 
семиричной систем счисления, не переводя ихъ въ 
десятичную. 


Рюшение. Произведен!е напишется также по семиричной 
системЪ. При перемножени надо руководствоваться тЪмъ, что 
каждыя 7 единицъ какого-нибудь разряда составляютъ единицу 
слЪдующаго разряда. ДЪФйств!е расположится такъ: 


235 

х 433 

1041 
1041 
1306 


142351 


Искомое произведене (142351},. 


24. 


Въ 1898 году мнЪ было столько лЪтъ, сколько 
единицъ въ суммЪ цифръ года моего рожден!я; 
къ | февраля 1914 года число мЪсяцевъ, прошедшихъ 
послЪ ближайшаго, отпразднованнаго мною дня ро- 
жденя, равнялось суммЪ первой и послЪдней цифръ 
года моего рожденя, а число дней, считая отъ по- 
слФдняго дня рожден! я, равнялось числу, составлен- 
ному изъ тЬхъ же цифръ. Когда я родился? 


Ръьшенле. ДВЪ первыя цифры искомаго года мы знаемъ, такъ 
какъ лицо, о которомъ идетъ рфчь, нужно полагать, родилось 
въ 19-омъ столЪт!и. Найдемъ двЪ послЪдн1я цифры. Сумма этихъ 
двухъ цифръ не можеть быть больше, чЬмъ 2. 8==16 (1889 годъ 
не можетъ служить отв$томъ на задачу, такъ какъ 1898—1889 =9, 
а въ 1898 году лицо во всякомъ случаЪ было старше 9-ти лЪтъ). 
Если изъ 1898 отнимемъ 1--8--16, то узнаемъ, что лицо это ро- 
дилось во всякомъ случаЪ не раныше 1873 года. Допустимъ, 
что оно родилось между 1873 и 1879 годами. Вычитаемъ изъ 
1898 сумму 1+8--7 и получаемъ 1882. Въ 1882 году лицу, по- 
видимому, было столько льтъ отъ роду, сколько единицъ въ 
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послЪдней цифрЪ искомаго года рожденя. Эта цифра равна 
1882—1870 
2 
1876. Можно было бы предположитьеще, что лицо родилось между 
1880 и 1889 годами, но, разсуждая по предыдущему, мы не найдемъ 
соотвЪтствующаго рЪшен!я. По году рожденя не трудно найти 
также мъсяць и день. Данное лицо родилось 16 шюня 1876 года. 


—6, а искомый годъ рожден1я есть, слЪдовательно, 


25. 


Доказать, что всякое число есть сумма различныхъ 
степеней двухъ или эта сумма, сложенная съ еди- 
ницей. 


Рьшенле. Всякое нечетное число, написанное по системЪ 
счисления 2, можно представить въ видЪ: 


2" --2"—1--2*—2 -...--22--21-1, 
а четное—въ видЪ: 
2%-|-2*—1-{-2"—2 -...28--21; 
напр., 27==24--23--2--1 или 18=24-|-2. 


_26. 


Доказать, что число 144 будетъ точнымъ квадра- 
томъ во всякой системЪ счисленя. 


Рьшене. Принимая за основанйе счислен1я х, могущее по- 
лучить значеня всЪхъ цфлыхъ чиселъ, за исключенемъ 1,2и3, 
найдемъ, что (144), =2--42--4=(2--2). 


РГ: 


Первыя девять цифръ, напечатанныя на отдЪль- 
ныхъ билетахъ, были розданы тремъ лицамъ, по три 
каждому, такъ, что сумма цифръ у каждаго была 
одна и та же. Изъ этихъ цифръ каждое лицо составило 
наименьшее трехзначное число и записало его. ПослЪ 


Ре: И 


этого билеты были снова смЪшаны и розданы та- 
кимъ же образомъ, при чемъ оказалось, что каждый 
получилъ по одной цифрЪ, уже бывшей у него вна- 
чалЪ, и что сумма полученныхъь каждымъ цифръ 
была опять одинакова. Когда каждое лицо сложило 
оба записанныхъ имъ трехзначныхъ числа, то полу- 
ченныя суммы у всЪхъ трехъ лицъ оказались рав- 
ными 516. Как1я числа были составлены тремя ли- 
цами въ первый и второй разъ? 


Ръшеше. Изъ трехзначныхъ чиселъ, начинающихся съ цифръ 1, 
2 или 3, услов!ямъ задачи удовлетворяютъ соотвфтственно только 
числа 159 и 168, 267 и 249, 348 и 357. Число 456, а также числа, 
начинающ!яся съ цифръ 5, 6, 7 ит. д., условйямъ задачи не 
удовлетворяютъ, такъ какъ разность между 516 и каждымъ 
изъ нихъ не будеть трехзначнымь числомъ. Слфдовательно, 
въ первый разъ были составлены числа 159, 267, 348, а во второй 
разъ—числа 168, 249, 357, или наоборотъ. 


28. 


Если н$которое число мЪдныхъ копеекъ располо- 
жить въ видъЪ квадрата, то 5 копеекъ останутся лиш- 
ними; если же сторону этого квадрата увеличить на 
одну копейку, то не хватить 8 монеть. ОпредЪфлить 
число раскладываемыхъ монетъ. 


Рюшене. Вообразимъ себф квадрать ЗЖЗ въ видЪф девяти 
кружковъ. Для того, чтобы получить квадратъ, сторона кото- 
раго на единицу больше, надо прибавить 
съ двухъ смежныхъ сторонъ по 3 кружка Е. 
и, кромЪ того, 1 кружокъ между ними 
въ уголъ. Такъ же получимъ и квадратъ 
со сторонами въ 5, 6 ит. д. кружковъ изъ 
предыдущаго. Отсюда вытекаетъ общее пра- 
вило: разность квадратовъ () 
двухъ послЪдовательныхъ 
цфлыхъ чиселъ равна удвоен ному мень- 


НЕ 


Во 


шему числу, сложенному съ единицей. 
Напр., 


42—32—=16—9=7==2 . 3-1. 
52—42 —=25—16=9==2 . 4-1... И Т.Д. 


Сльдовательно, при рышени нашей задачи разсуждаемъ такъ: 
Чтобы построить большИй квадратъ, намъ надо добавить 
5--8=13 монетъ. Въ данномъ случаЪ число 13 выражаетъ раз- 


ность двухъ послЪдовательныхъ квадратовъ. Согласно предыду- 
13—1 
щему, сторона меньшаго квадрата равна —2 —=6 монетаиъ. 


Полагая, что монеты были разложены не только по сторонамъ 
квадрата, а такъ, что они находились и внутри его, имЪемъ, что 
всего монетъ было: 6. 65—41. 

Если же монеты были расположены только по сторонамъ 
квадрата, то ихъ было: 2.6+2.4--5=75. 


29. 


Найти трехзначное число, зная, что сумма все- 
возможныхъ двузначныхъ чиселъ, составленныхъ изъ 
цифръ этого числа, равна удвоенному искомому трех- 
значному числу. 


Рьшеше. Взявъ какое-нибудь произвольное число, напр. 123, 
образуемъ изъ его цифръ всевозможныя двузначныя числа. Ихъ 
будеть 6 слЪдующихъ: 


12: 21: 13231: 23; Зе. (1) 
Сложивъ всЪ эти 6 двузначныхъ чиселъ, имъемъ: 
12-21 13-31 --23-32=132=11 . 12=22.. 6=22(1+2-3). (2) 
Возьмемъ число 247; образуемъ двузначныя числа: 
27; 72; 24; 42; 47; 14..... Е <. 
Складываемъ ихъ: 


27--72--24+42--47--7А =286=22.13=22(2--4--7) (4) 


ПБ Ре 


Изъ равенствъ (2) и (4) видимъ, что сумма всЪхъ двузнач- 
ныхъ чиселъ въ 22 раза больше суммы цифръ даннаго трех- 
значнаго числа. 

СлЪдовательно, данная задача сводится къ нахожден!ю та- 
кого трехзначнаго числа, которое было бы равно суммЪ его 
цифръ, увеличенной въ 11| разъ, такъ какъ оно должно быть 
вдвое меньше этой суммы. Такое число должно быть кратнымъ 
одиннадцати. 

Сумма цифръ искомаго числа не должна превышать суммы 
трехъ девятокъ (наибольшее трехзначное число есть 999), т.-е. она 
не можеть быть больше 27, а самое число, какъ кратное 11, 
не будетъ больше 27.11=297. 

“Такъ какъ между числами 100 и 297 числа 199 и 289 имъютъ 
наибольшую сумму цифръ (19), то число 11.19=209 должно 
быть крайнимъ предфломъ искомаго числа. 

Это число должно быть кратнымъ 11, а потому находится 
въ ряду: 

11.10; 11.11; 11.12; 11.13; 11.14; 11.15; 11.16; 11.17; 
11.18; 11.19. 

Перемножая числа написаннаго ряда, имЪемъ: 

110; 121; 132; 143; 154; 165; 176; 187; 198; 209. (5) 

Замфтивъ, что сумма цифръ искомаго числа должна быть 
болЪе 9, такъ какъ 9.11==99 представляетъь только двузнач- 
ное число, исключаемъ изъ ряда (5) числа, сумма цифръ которыхъ 
меньше 9. 

ПослЪ этого останется рядъ: 

154; 165; 176; 187; 198; 209....... (6) 

Ищемъ въ ряду (6) такя числа, которыя равны суммЪ цифръ, 
увеличенной въ 11 разъ; тогда числа 


154, 165, 176, 187 и 209........ (7) 
не будутъ удовлетворять этому условю и у насъ останется 


единственное число 198, которое удовлетворяетъ поставленному 
услов1ю, т.-е. 


198=11.18=11.(1-+9-8)......... (8) 
Дъйствительно 
18—81--19 
396 196. и. 
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30. 


НЪкоторое число оканчивается цифрой 3. Если 
переставить эту цифру на первое мЪсто, то число 
увеличится въ два раза. Найти это число. 

Рюшене. Такъ какъ искомое число при перенесенйи послЪд- 
ней цифры 3 на первое мЪсто удваивается, то его предпослЪдняя 
цифра есть 6. Повторяя то же разсужден!е и дальше, найдемъ, 
что цифра, предшествующая шестеркЪ, должна быть 2, а передъ 
ней 5 ит. д. Наименьшимъ числомъ, удовлетворяющимъ усло- 
в1ямъ задачи, будеть слЪдующее: 

157 894 736 842 105 263. 


ЗГ. 


Найти наименьшее число, дающее при дзлени 
на 11 и на 13 въ остаткЪ 1, а при дБленйи на 17 въ 
остаткЪ 11. 

Рьъшене. Найдемъ раньше рядъ чиселъ, которыя при дёле- 
ны на 11 и 13 даютъ въ остаткЪ 1. Наименьшее число этого ряда 
есть 11.13-1=144, слфдующее большее  144--11.13=287, 
третье число ряда 1442.11.13 =430 и т. цд. 

Получимъ рядъ чиселъ: 144, 287, 430...... 

ДалЪе, изъ каждаго члена этого ряда вычитаемъ по 11 и 
получаемъ новый ряцъ: 133, 276, 419...... 

Вопросъ сводится теперь къ отыскан!ю наименьшаго числа 
этого ряда, дълящагося нацфло на 17. Не трудно сообразить, 
что любое число этого ряда можетъ быть получено, какъ сумма 
перваго числа ряда и произведен!я, полученнаго отъ умно- 
женя 143 на число членовъ, стоящихъ впереди искомаго чле- 
на ряда. Составимъ, напримЪръ, 10-й членъ ряда; найдемт: 
ИЛИ 133 9.143 

(17.7--14)-9.(17.8--7)= 
17.7--9.17-|[ 7.27.9 =17(7-+9)-+7(2-9) 


Чтобы изъ этого числа получить число, дълящееся нацЪло 
на 17, достаточно замфнить 9 во второмъ слагаемомъ числомъ 15; 
отсюда видно, что на 17 длится 16-й членъ нашего ряда. За- 
дачф, очевидно, удовлетворяетъь число (133--15.143)-{-11=2289. 


85 


32. 


Представить дробь +4 въ видЪ дроби, аналогичной 
десятичной, но написанной по восьмиричной системЪ 
счислен1я. 

Рюшене. Всякую десятичную дробь, напр. 0,5382], можно 
представить Е образомъ: 


1 


0.53821 = Вт 00-10006 в 
5 82 1 
или 0,5382 = ао То + 168 .. (2) 


Напишемъ данную дробь Е аналогично десятичной, т.-е. 
такъ же, какъ представлена дробь 0,53821 въ строкЪ (2). 
ИмЪемъ: 

ВВ 
256 В РВВ Тая” 


ГДЪ ЬЬ, Бит. д. неизвЪстныя цифры этой дроби, написанной 
по восьмиричной системЪ счислен]я. 
Умножая на 8 обЪ части, в 

155 

128 


155 27 |7 

или т28= тв +8+ -- 
Отсюда видимъ, что #=1. 

27 =1--8 ь. на 

1288 


Умножая обЪ части на ы и 
27 +8 


[А 
= ан а 


Слъдоватсльно, 


Откуда _ =1. 


СлЪдовательно, а... 
Умножая снова на 8, имЪемъ: 
11 1 вы 
5=$+5=%-8- =... 


8* 


Откуда ь—=5. 
СлЪдовательно, к Вы 
Снова умножая на 8, имЪемъ: 
И 
4=ь а: 
м И: 
Отсюда &%=4, а остальная сумма, т.-е. 5! =8--.-. =0. 


ва 


1154 
Итакъ, 256 — РВ ‘42 Г а. "55 Нав 84=(0,1 154). 


Задачи-парадоксы. 


33. 


Отецъ завЪфшщалъ своимъ тремъ сыновьямъ 19 лоша- 
дей, при чемъ старший братъ долженъ былъ полу- 
чить 1/›, среды !/., а младпий 1/; наслЪдства. ПослЪ 
смерти отца сыновья не могли подфлить между собою 
лошадей и обратились за совЪтомъ къ лучшему 
пр1ятелю покойнаго отца. Тотъ присоединилъ къ 
19 лошадямъ свою лошадь и подфлилъ весь табунъ, 
согласно завЪфЪщаню. СтарцИй братъ получилъ 10, 
средый 5, а младший 4 лошади, а всего, значитъ, 
19 лошадей. Оставшаяся лошадь была возвращена 
ея владЪфльцу. Почему такъ получилось? 


Рьшене. ЗавЪщателемъ была сдЪлана ошибка: онъ упустилъ 


изъ виду, что сумма 5Р--->= не составляетъ цфлой единицы, 
у у 214175 


19 н 
а только >рея. Это обстоятельство учелъ пр!ятель и предложилъ 
присоединить свою лошадь къ табуну, будучи заранЪе увЪренъ, 


что получить ее обратно, такъ какъ между братьями будуть 


19 
подфлены только 50 всего табуна. 


34. 


Торговка имфла въ двухъ корзинахъ яблоки, по 
30 штукъ въ каждой. Изъ первой корзины она раз- 
считывала давать 2 яблока на | коп., а изъ второй 
3 яблока на | коп. Такимъ образомъ за всЪ яблоки 
первой корзины торговка должна была выручить 
30 : 2=15 коп., а за яблоки второй корзины 30:2= 
—=10 коп., а всего за всЪ 60 яблокъ 25 коп. Передъ ухо- 
домъ на базаръ торговка зашла къ сосЪдкЪ; та убЪ- 
дила ее переложить всЪ яблоки въ одну корзину и 
продавать каждый пятокъ по 2 копейки. ПослЪ про- 
дажи оказалось, что торговка выручила не 25 коп., 
какъ она разсчитывала, а 24 коп. [(60 : 5) х2]. Куда 
дЪвалась копейка? 

Рюшене. Изъ первой корзины по 2, а изъ второй по 3 яблока 
одновременно торговка можетъ вынимать только 10 разъ. За 
оставшшяся въ первой корзинЪ 10 яблокъ торговка должна была 
зыручить 5 коп., а на самомъ дЬлЪ, смЬшавъ оба сорта яблокъ 
въ одной корзинЪф, выручила только 4 коп., т.-е. потеряла ко- 


пейку. 
35*). 


Ахиллесъ передвигается въ 100 разъ скорфе чере- 
пахи, находящейся впереди него на 100 саженъ. 
Когда Ахиллесъ пройдетъ 100 саженъ, черепаха бу- 
деть находиться впереди него на | сажень. Если 
Ахиллесъ пройдетъ эту | сажень, то все-таки не 
догонитъ черепахи, такъ какъ она въ это время 
успФетъ перемЪститься на 1/1, саж. Ахиллесъ прой- 
детъ и эту 1/,, саж., но черепаха очутится все-таки 
впереди него на 1/1, саж. и т. д. Разстоян!е между 
Ахиллесомъ и черепахой будетъь все больше и больше 
уменьшаться, но никогда не обратится въ нуль, 
т.-е. Ахиллесъ никогда не догонить черепахи. 

Разъяснене. Къ такому нелЪпому результату мы приходимъ 
только потому, что разсматриваемъ непрерывно совершающееся 
движен!е, какъ прерывное. 


*) Софизмъ Зенона. 


оч 


36. 
Докажемъ, что 5=6. 
Возьмемъь тождество: 354 10—45=42--12—54. 
Въ каждой части этого тождества вынесемъ общаго мно- 


жителя за скобки: 
5(7--2—9) =6(7--2—9). 


Теперь раздфлимъ обЪ части полученнаго равенства на ихъ 
общаго множителя 7-42—9 
5(7+2—9) _6(7-2—9) 
9.9 
Произведя соотвфтствующее сокращен!е въ первой и второй 


части равенства, получимъ: 
5=6. 


Раззясненле. Къ такому нелЪпому выводу мы пришли только 
потому, что раздЪлили обЪ части равенства на выражене 7 -|-2—9, 
равное нулю. 


37. 


Покажемъ теперь, что 2х2=5. 
Для этого напишемъ тождество 


4:4=5:5..,. (1) 
Вынеся изъ каждой части написаннаго тождества общаго 


множителя за скобки, будемъ имЪть: 
4(1:1)=5(1:1)... (2) или (2Ж2)(1:1)=5(1:1... (3). 


Такъ какь выражен!я, стоошия въ скобкахъ, равны, еди- 


ницы, то 
2х2=5. 


Разъясненме. Ошибка очевидна. Переходъ отъ равенства (1) 


4 
къ равенству (2) невЪренъ, такъ какъ 4А=и=4(1:4). 


— 39 — 


38. 


Приведемъ еще слЪдующИй курьезъ. Положимъ, 
ЧТО МЫ имЪемъ стаканъ, до половины наполненный 
ВОДОЙ. 

Можно написать, что 
стаканъ, наполовину полный =стакану, наполовину пустому. 

Увеличивъ обЪф части равенства вдвое, получимъ, что 

стаканъ полный==стакану пустому. 

Въ чемъ здфсь ошибка? 


Алгебра. 


Уравнен!я съ однимъ неизв5етнымъ. 
39. 


ИИ зу» Уз-+... = 
Риюшете. Возвышаемъ обЪ части въ квадратъ: 


«1 «+Изт+Ух..=4, или 2-2=4; отсюда #-=2. 


40. 


Рюшене. Возвысивьъ обЪ части въ квадратъ, имфемъ: 


и 2У =Уг..=4 или х.2=4. СлЪдовательно, х-=2. 


41. 


Из -Ё Уз» +Узё- Уз... + 
зе ИУ2:—И2ж Уж И 2-2. НИ 


Рюшенле. Пусть У 32--УЗж+...= у, а т. 
тогда (см. зад. № 39) 
За--у=уУ? и 25—г=2. 


УГ 122 „_ Ува, 


Отсюда Е — 5 


И 


РЕ 
Данное уравнен!е равносильно уравненю: ИТ 
—1-+ИТ. 

Е =.“ (потому что у |{-2=1). РЬшен!е этого уравне- 


ня не представляеть никакихъ затруднейй. Изъ двухъ 
полученныхъ корней (1=0 и 1.=10) данному уравненю 
удовлетворяетъ х=10. 


42. 
(# + 1)(2+2)(2 + За + 4) = 120. 


Ръшенле. Перемножаемъ двучлены и дфлаемъ соотвфтствую- 
щя упрощен!я; полученное уравнен!е 4-ой степени 
А 1053- 3552-| 50%5—96=0 
представляемъ въ такомъ видЪ: 
1412.52.55 254*-- 1042--50%5—96=0 
или (12--5=)?-| 10(2°-: 55)—96=0 
Выражен!е 12--5% замфняемъ черезъ у; тогда 
У 10у—96=0; откуда 
у =6; у„=—16. 
Вопросъ сводится къ рЪшеню двухъ квадратныхъ урав- 
ненй: 
2-55—6—0 и 121 55--16=0, корни которыхъ 
_ —5-Ы\ 39. : _—5— 39. 


21=1; 2.—=— 6; ое. «= 2 


43. 
д -|- (#—1)4 = 17*) 


Ръшене. Данное уравнен!е можно представить въ видЪ: 


ОИ 


1 
откуда обозначая 1— > черезъ у получаемъ: 


[+-5) [+5 [= 


*) Рекомендуется р-шить, не прибфгая къ разложен1ю на простыхъ 
множителей. 


ри НВ 


или (у | + у— у |- ‚= или 
4 4 


| : : 
ен о Ни —2'+—2)= 1. 


Отсюда, по упрощен!и, получимъ биквадратное уравнен!е: 


24-1. Зу?—167/,=0, гдЪ у, =+2 И Уз 4== ре 
Данное уравнен!е имфетъ два дЪйствительныхъ и два мни- 
143/15 
мыхъ корня: 2,=2; 1.=—1; 43,4= ВЕ 
44. 
Из 1=5— 7. 
Риюшене. Представимъ данное уравнен!е въ видЪ 
3— 
ИУ—1={@—0—6 
3 
и положимъ, что У—1=у. 
Тогда у=13—6; у3—у=6 или 


(У 1)(у—1=1.2.3. 


Такь какъ правая и лЪФвая части уравненйя предста- 
вляютъ собой произведен!я трехъ послфдовательныхъ чиселъ, 


Е: 
то у=2. Отсюда Уз—1=2, а х=9. 
Возвышая данное уравнене въ кубъ и пользуясь теоре- 
мой Безу, найдемъ еще два мнимыхъ корня: тоз==6-9/ 3. 


45. 
23—#— 336 =0. 


Рющеняе. 23—х—336=х(т+1)(5—1)—8.7.6=0 
или (1—1).25.(2-1=6.7.8 
отсюда 1=7. Имфются еще два мнимыхъ корня: 42,3= 
—75И 123. 
2 


пы 


46. 
(#—1)(2—3)(#—4) = 72. 


Рьшенв. Такъ какъ (5—1) (2 — 3) (х—4) =6.4.3= 
(7-—1)(7—3)(7—4), то х=7. Пользуясь теоремой Безу, легко 
понизить степень даннаго уравненйя на единицу, послЪ чего 
получится квадратное уравнен!е съ двумя мнимыми корнями: 
1/23 
р" 


12,3 — 


47. 
943 — |13%1—6=0*) 


Рюшене. ДЪлимъ обЪф части даннаго уравнен!я на 9х (это 
допустимо, такъ какъ 2520); тогда 
2..3. 2 4 


З__ а Аи, ОЧЕЬХ = 
— 9—0 или 2 3 0—0 
о 4 2 
Отсюда (= ее 4) э- (Е: +1) =0 И 
2 2 | 1 2 — 
(3) 3) — зо 
2 2 1 
или (= = (= 5—=)=0. 
Зе 
Ръшая полученное уравнен!е найдемъ: 1, =— Е ‚ 2,3—= В. 
48. 
д! д—2 
ИХ _ Е 
д—2' +2 


-2 


х—2 


Рюшенле. Пусть =у. При такой замЪнЪф данное урав- 


: : 1 
нен1е сведется къ уравнен!ю: = корни котораго суть 


*) Рьшить, не пользуясь теоремой Безу. 


ВЕ ЕЕ 


+2 х-+2` 
У1=уз=1. СлЪдовательно о —=1 или 2 


_&-+2—-2 _ 
= 


5=0. Это уравнеше удовлетворяется только при х—2-=с©0, 
х— 


т.-е. при х=оо. 
49. 
23-42? + 6х + 4=0 *) 

Ришеняе. Умножаемъ обф части уравнен!я на 2 и затЪмъ 
прибавляемъ къ обфимъ частямъ по единицф (умноженемъ 
на х вводимъ лишн! корень х=0): 

2“--413- 612--4%-+.1=1 или 


ИЕ 


СлЪдовательно, 1,=—2; х.=9—1; 2:=— (4-1). 


50. 
44-556 =0*). 
Рюшенле. Помноживъ данное уравнен!е на 4, запишемъ его 
въ видЪ: 
454 + 412 + 1 — 441? -- 20% —24—1=0, т.-е. 424+ 442 | 1— 
—(412—205--25)=0 
или (24-1) (25—5)?(22--1{-25—5) (221—255) =0. 
Итакъ, данное уравненйе распадается на два квадратныхъ 
уравнен!я: 2242--25—4=0 и 2152—2500, рЪшая которыя 
находимъ два дЪйствительныхъ и два мнимыхъ корня даннаго 
уравнен!я, именно; 
чит 
21=1, 2.=—2 ту, 4== ау и. 
2 
51. 
13—31—35—4=0*). 
Рюшене. Записавъ данное уравнен!е въ видЪ 
(23—42?) | (12— З2—4)=0=47(2—4) (21) (2—4). 


*) Рьшить, не пользуясь теоремой Безу. 


одне 


или (2—4)(1*--х- 1)=0, находимъ, что х удовлетворяетъ одному 
изъ двухъ уравнен!й: хг—4=0 и 2х1 1=0. 
—1+У —3 
Отсюда 11=4 = Е 


52. 
А -- 224 + 245 + 37 =0. 

Рьшене. Представляя данное уравнен!е въ видЪ: 

2“ | 242 | 24%--37=14-- 1422-49 — 1252--24х аа 12= (22-7)? — 
— 122—251) = (2 7)—12(5—1)8= [22+ 7--У 12(2—1)[24+7— 
—И!2(—1)]=0, мы видимъ, что оно распадается на два 
квадратныхъ уравненя 

12--7--/122— /12=0 и 22+7— 122+ И12=0. 

Рьшая эти уравнен!я, находимъ 2„з=—У 3=У У12—1 и 
1а= 3+И У12—4. 

53. 
28 — 614 -- 822 +3 =0. 

Ръшене. Данное уравнен!е представляемъ въ видЪ: 6—2“ -- 
+ 822 3 = 28 — 624-912 — 22-|-3-172(14 — 64249) — (1? — 3) = 
=21(2*—3)*— (2—3) =(51*— 3)(24— З2°—1)=0. 

Отсюда 2—3—0 и 14*— 322—-1=0. СлЪдовательно, 


Т1,2 УЗ, Тз, 4,5, в=- Е 


Системы уравненйй. 
54. 


Найти дЪйствительные корни системы уравнен!й: 
22 +у=18; х--у=8. 
Ръшеше. Данныя уравнен!я можно представить такъ: 
2°—16=2— у; у2—4—=4—х или 
($4) (5—4) =2— 9; (у+2)(у—2)= =4—х. 
Перемножаемъь оба уравнен1я: (%--4)(5—4)(у-+2)(у—2)= 
=(4—2)(2—9) или (2-+4)(2—4)(у-2)(у—2)- (1—4) (у—2)=0; 
(#—4)(у—2)[(х--4)(у-+-2)—1]=0. Отсюда х=4; у=2. 


Явы 


55. 
1? ху = 35; ву— 242 =2. 

Ръшеше. Данныя оуравненя умножаемъ соотвЪтственно 
на 2 и 35 и вычитаемъ второе изъ перваго; получаемъ: 
25—33ху-- 70у2=0. 

Пусть х=й/; тогда имЪемъ: 

2у?— 33+ 70у'=0 или 
2—3370=0, откуда Н==14; „= 


5 
а, слЪдовательно, х,=14у; 1.—= > у. 


Подставивъ въ одно изъ данныхъ уравненй соотв тственно 
значеня 2, и х,, найдемъ для у значен!я: 


а--Е2 И. а г а отсюда х;,:=-5 и Ж,а= ие 
56. 
ау У аи 
зу той 12 = 63/.; «+ у=6. 
Ришене. Представляемъ первое уравнен!е въ видЪ 
У У сз 
АА В. 9 
т, у 
и полагаемъ = --й тогда 
НЫ о 
ий 


Первое наше уравнен!е сводится къ уравненю 2?--г— 83/.=0, 


5 7 
корни котораго 2—5, и 2.=— >. 
Е МИ 2. 
Отсюда ао с 5... (2). 


Уравнен!е ((1), по упрощен!и, принимаеть видъ: 


у бу, 0). 


В 


Второе данное `уравнен1е х--у=б возвысимъ въ квадратъ 
и вычтемъ изъ уравнен1я (3), получимъ ху=8. 

РЬшая совмЪфстно уравненя х--у=б и ху=8, получимъ 
1.=2; у.=4. Аналогичнымъ путемъ найдемъ 2.=3-НИ 3, 
У»=3— У 33. 

57. 
ду 28=1; -Ну-=1; ау 2=1. 
Рюшете. Первое уравнен1е представляемъ въ видЪ 
238--у8—=1—23 или (2-9) (22—жу-- у’) =1—23, 
но хРу=1—ги + у?=1—2?. Остается выразить ху черезъ 2. 

Для этого возвысимъ третье уравнен!е въ квадратъ и замЪ- 
НИМЪ 272 -- у 2? единицей; получимъ ху - 12 + уг =0 или 
ху 2(е--у)=ху--2(1—2)=0; отсюда ху=2(г—1). Теперь имфемъ 
уравнене (1—2)(1—22*--г)=1—г3, корни котораго 2;=1, а,,з=0. 
Теперь не трудно уже найти значен1я для х и у. 

Изъ трехъ неизвЪфстныхъ х, у и 2 два должны одновременно 
равняться нулю, а третье—единицФ. 


58. 


уе) =9(«-у(&-у—Уя—у?); 
(12—95) (2—у)—506=2жа-Ру). 


Ръьшене. Преобразуемъ первое изъ данныхъ уравнен!й при 


помощи того свойства п 1 а 0 
ропорщи, по которому —; — —_ 
В 
если —. = д 
и даетъ: 
УЕ т АА ‚РЕЗ — ЗЫ, 
ЕЕ ГЕ9а-и _ (98-17) +0929)... (1) 
— 95-179 5—у (9 17у)—(9з-+ у) 
Откуда ве 92-17 с бисер ва, 03- 


ПИ 


Возведя обЪФ части въ квадрать и сокращая лЪвую часть 
равенства, имфемъ: 


гу 8122--289у*-306ху | ов (3) 
ху 817 -у-- 185 


Приведя къ общему знаменателю и произведя сокращеня, 
будемъ имЪть: 
1262*—З6ху—290у'=0 ...... (4) 


Полагая х=йу, имЪемъ: 


126Ру?—З6—290,"—0...... (5) 

или 12672—36—290=0 ....... (6) 
5. 29 

Откуда Не Бе (7) 

СлЪдовательно, ду; Ру еее. 8) 


Второе изъ данныхъ ур-й преобразуемъ слфдующимъ об- 
разомъ: 
(12-- 9)*--5—у—25(12- у)—506 


или, прибавляя и вычитая по 2? въ лЪвой части, имЪемъ: 
[(22--у)*—2%(2?-у)--<?]-—2°—у-1 х=506 


или (22 1 у—2)2— (221 у 5)=506..... (9) 
Положимъ 121 у—ж=, тогда 

22—2—506=0........ (10) 

Откуда ЕО: А: еси ДИ 


ДалЪе рЪшаемъ ур-1е 
2 -уд=а........ (12) 
вставляя вмЪсто 2 найденныя значеня изъ (11), а вмЪсто х 
выражен!е его черезъ у изъ (8). Тогда при 2=23 и 2=5у, 
имЪемъ: 


: 69 
у. =3; У, 
23 


а, слЪдовательно, 1=5; Я=ф$. еее (13) 
при г=—22 и = имЪемъ: 
5—1 61. Е ива 4) 


25 25 


— 49 — 


Если для х взять значен!е т=2у, то, подставляя сперва 
2=23, а затЪмъ 2г=22, получимъ два значен!я мнимыхъ и два 
ирращональныхъ. То же будеть и для у. 


Рёшить въ цфлыхъ и положительныхъ числахъ неопредЪлен- 
ныя уравнения: 


59. 
41— Зву у=20. 


Рьюшетне. ОпредЪляемъ изъ даннаго уравнен!я у: 
412—20 4х 4 176 176 
ЗЕЕ в ОЕ 

Чтобы у было цЪфлымъ, необходимо и достаточно, чтобы 
35-1 было дфлителемъ 176; отсюда заключаемъ, что 3% 1 
должно равняться 1, 2, 4, 11, 16, 22, 44, 88 или 176. 

Не трудно убфдиться, что въ данномъ случа годятся только 
дълители 4, 16, 22 и 88. Уравненю удовлетворяютъ 

#=1, 5, 7Ти 29, у—4, 5, Ви 38. 


60. 
8&-12у-+152=75. 


Рюшене. РЬшая данное ур-!е относительно х, находимъ: 
75—12у— 152 2—4у-+3 


у= 


Е т —=9—у—22-- 8 ... (1) 
или &=9—у—2-........ (2) 
гдЪ г” ЧВ.. а 
Изъ ур-я (3) имЪемъ: 

2=4у--81—3......... (4) 

СлЪдовательно, вставляя въ (2) выражене (4) имЪемъ: 
д=9— у 2.=9—у-+-+2(4,у-- 8—3)... (5) 
или х=3(5— 3—5). ....... (6) 


Такъ какъ х, у и 2 суть числа положительныя, то 
9—1; 4у-8+-3=1; 5—3Зу—5=1.... (7) 


А. Ляминъ. Математичесвые досуги 4 
< 
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Умноживъ первое неравенство на 3 и сложивъ его съ 


третьимъ, имЪемъ: 
5—5{24. 


Откуда <. 
Умноживъ второе неравенство на 3, а третье на 4 и сло- 


живЪъ ихъ, имЪфемъ: 
11+ 4727. 


Откуда 12—11. 


Итакъ, для # имЪемъ пред$лы: 


= -—1. 


СлЪфдовательно, & можетъ быть или 0 или—!1. 
При #=0 получимъ у=1, у<; у=1; 1=6, 2=1. 
При #=—1 получимь у=37 у<3, у=3; д=3; 2=1. 


61. 
=". 


Рьщене. Пусть у=1?, тогда данное уравнен!е приметъ видъ: 
дат, откуда 12=— или, такъ какъ &520; то 


Не трудно видфть, что, при 2=0, 2 и 3, неизвфстное х 
получить цфлыя значеня 1, Зи 2, а 7—соотвЪтственно 1, 9, 8. 


62. 
Задача Эйлера. 


ОпредЪфлить ращональныя значеня ди у, удовле- 
творяющия уравнен!ю: =”. 
Рьшеше. Пусть у=фх, тогда данное уравнен!е принимаеть 
2—1 С 
видъ: 2” (рг)*; отсюда 2’=рх или я” "=, а х=Ур=?*. 
а 


. 1 
Подставивъ значен!е х, получимъь у=рх=ф” . ДалЪфе, пусть 


РН ее 


1 
аи, ГДЪ п какое угодно цфлое число; тогда =", а, 
п * +1 
слЪдовательно, ("= и ("= . 
п п 
63. 


Найти цфлое значене для х, удовлетворяющее 
уравнен!ю: 2= 
Ръшеняе. Согласно свойству а коэффищентовъ 


2%=1--2- = т... а ей 
Данное уравнен!е представимъ такъ: 
1-27 а ть — а +1—4==0 
или не ний Не Она 2в--1+0 или 
2(%2—1) = Е 
А Е: +15 —2+1=0... (1) 


Съ другой стороны 
2(2—1) 21) (т 2) 


(== 1-е о Ри: ©) 


Сравнивъ равенства (1) и (2), убфдимся, что равенство (1) 
2(%—1) (2—2) 


возможно только въ томъ случаЪ, когда члены ВНЕ 
0 равны нулю. СлЪдовательно, данное ура- 


внене 2°=4х принимаеть видъ: 1-—ж-- = О = 0, от- 


куда т,=4; х,==1, при чемъ данному В. удовлетворяетъ 
только т=4. 


64. 


Упростить выражен!е ЗИЗ-НИ. 43—34" 3, не при- 


бЪгая къ извлечен!ю корней и формул И А-ЕУ В. 
> 4* 
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Рльшеше. ЗИ 3+И 43—24/ 3—3У3 +И 16—2.4.3/3+27= 
—ЗУ3+И 4—2. 4. 3У3-+ (ЗИ 3} = 
—3Из-+И 4—3/3)*-=3/3-4—ЗУ3—4. 


65. 
нии 
Упростить выражен!е У7--5У2. 


8 8 
Рилиене. Пусть У7-5У2 =х-+-УИуи У? 2=г—Уу 
Перемножая, имЪемъ: 
У +5У20—5У=я— 
ЕЕ 3 ЕЕЫ 
или У и—ву2=У9—50=У—1 1-2. 
Отсюда у=2-1. 
Е Ы ее 
Возводя въ кубъ равенство У 7+5У2==-+ Из, имЪемъ: 
3 —\3 _3 
(77-572) =е+ия 
или 7-5 2=23-+ 32 У у-ЕЗау-у| 9, 
или 7-5 2=3-Зху-+ (За? у)Иу. 


Откуда заключаемъ, что необходимо должны соблюдаться 
равенства: 
23--Зву=7 
и (за-+уУу=5У2 
Вставляя въ ур-е 23--Зху==7 значен!е у имЪемъ: 
8-32 (а--1)=7 
или 428 Е За-7. 


Отсюда х=1, а, слЪдовательно, у-=2. 


$ т — 
Такимъ образомъ, /7+5У2 =1-У2. 


В а 


66. 


Найти безъ помощи таблицы логариемовъ величину 


3 з 
выражения У8-+-И189--/8—У189. 


Рюшенге. Пусть: Уз+у1в +18 =; тогда 
э-в+УВ+ зу вузу Ут 189 
+3У8. У пу 8—1 8189 
или 23=16--3} ( (8*—189)(8+У 189)- 3/8 1398 У 189) 


или 23—=1643/ 8 1890 /8-У 189+И/8—У189). 
или 43—16 3 У8—189. т 
или 153—161 3.—5.5=16—15х. 


Очевидно, что х=1. Два остальныхъ корня ирращональны. 


67. 

Сократить дробь 
давай 1 
дна -ае-ьх 1’ 
Рюшене. Числитель данной дроби представляетъ частное 


оть дъленя 2—1 на 1—1, а знаменатель частное отъ ц\- 
леня 125—1 на х—1, поэтому: 


де -А----120—1 8—1 (20—1) (2—1) 1 
Ааа -Е-1 а (2—1) (5—1 51 


=4—23--4°—х--1. 


не производя дЪлен1я. 


68. 
Найти 1 125, если 142=т. 


з 
Рюшете. 4 125=9 5=и (5) поэтому 


ри (2) =3 910—392=3—3Зт-==3(1—т). 


ОВ 
69. 


Почему корни уравненя У5-+#-+И5—«=Их, по- 
лученные двойнымъ возведенйемъ въ квадратъ, не 
удовлетворяютъ самому уравнен1ю? 


Рюшеше. Полученныя значеня х (=0 и 4) не удовлетворяютъ. 
уравнен!ю въ томъ случаф, когда беремъ только ариеметическ!я 
значення У5-ж, У5—х и Ух, потому что при любомъ 2 лЪ- 
вая часть даннаго уравнен!я въ этомъ случаЪ, какъ не трудно. 
убЪдиться, будетъ всегда больше правой. 

Значешя 0 и 4 удовлетворяють уравнен!ямъ: 


о-в ИБтыИ ау 
70. 


Освободить отъ радикаловъ уравнене: 


у 1--22--/ 1Уз + У=+ у®—1 =: 


Руьшене. Данное ур-е перепишемъ въ слЪдующемъ видЪ: 


И: ЧИ 1 ие аия 
Возведя обЪ части въ квадратъ, имЪемъ: 
з 3 2 _—\2 3 3 8—8 
1--2х-- Е +=) —2И +—2И 2+2У «Иа 
или 1 И у 1 Иа 2 5—2 + 2%. 


или у + У== =—2)У=—Ув. 


Возводя снова обЪф части въ квадратъ, имЪемъ: 
1+Уз=е—2/я—2—2уя+И я 

или 1+ 2=@—2/ (2—4 в 

или 1+У=@—2 И 29 4аа 2 


И ор 


3,— з — 
или (2—2) И 121 (2—-ПУ 2—(@2—4=+1)=0. 
3 — 
Обозначимъ Уз черезъ у; тогда ур-е (8) приметъ видъ: 
(2—2) у? + (х—П)у—(222—4--П=0 ,.. (1) 


Умножимъ ур-1е (1) на у, тогда 
(2—2) уз -- (2—1) — (22° —4Ча+Пу=0; 


Е 
но и (7) =х, 
слЪдовательно, (2—2) (х—1)у?—(22*—4=-1у=0. . (2) 
Умноживъ ур-е (1) на у? и замфняя у3 черезъ х, имЪемъ: 
(2—2) ху-- (х—1)2— (252—421 у=0 ... (3) 
Рышая совмЪфстно ур-!я (1) и (2) и принимая за одно неиз- 
вфстное (у), а за другое (у?) и подставивъ ихъ значен!е въ 
ур-е (3), получимъ уравнен!е: 
18— 1247 + 5818—1545 24454—21853-{-7512—ж--1==0. 
совершенно освобожденное отъ радикаловъ. 


71. 


Найти у изъ уравнен!я 
1921921929=0. 
Рьшене. Пусть 49,49.у=$; тогда 9,$=0 или $=1. 
СлЪдовательно, 19..у=1. Далфе, пусть \9»у=ё тогда 
0.4=1 или #=2=1,у; отсюда у-=2=4. 


72. 


ОпредЪлить одинъ корень и зависимость между 
двумя другими въ кубичномъ уравненНи вида 
23-- ах?--Вх-1=0, если извЪстно, что оть умноже- 
н1я всего уравнен1я на множитель (х--т) получает- 
ся возвратное уравненйе 4-ой степени. 

Рьшенме. Умножая кубичное уравнене на х{т, получимъ 


возвратное уравнен!е 
24 -- (а т)аз- (3-- ат)? (1-Е т)&--тт == 0; изъ разсмотрьШя 


576: => 


: 1 
этого ур-1я заключаемъ, что] т=1; а--т=у-Н т, откуда И 


1 
Такъ какъ аа является корнемъ возвратнаго урав- 


нен1я (уравнее дЪлится на х4т), то кубичное уравнене, 
очевидно, должно имЪфть корень х=1. Произведене двухъ 
другихъ корней даннаго кубичнаго уравнен!я, служащихъ 
также корнями возвратнаго уравнен!я, должно быть равно 
единицЪ. 


13. 


Дано, что х измЪняется пропорщюонально у и в, а 
уизмъняется пропорц1онально (1-2), при этомъ х=2, 
если г=2. Каково будетъ значеше 2, если х==9? 

Рющене. Зависимость между ху, и 2 выражается фор- 


мулой 
т=туег, 


гдЪ ткоэффищентъ пропорщюнальности, а зависимость между 
уи (5-2), выражается формулой 
у=т(2-2), 


ГДЪ и коэффишенть пропорцюнальности. 


ДалЪе, х=ти(т--2)2; 2 = тп(2--2)2, отсюда тт= ч. 


СлЪдовательно =. При х=9, аа=3, и 2.=— 12. 


Задачи на составлене уравнен!й. 
74. 


Найти двЪ дроби, сумма которыхъ равна ихъ 
произведен!ю. 


Ришеше. Пусть первая дробь будетъ -, а вторая г 
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х : 
Выразимъ г черезъ а и В. Согласно условю, 
С; 


У или ау--6х=ах. Отсюда 


х 
ау=х(а—5) или Ни 


15. 


Найти двузначное число, равное удвоенному про- 
изведен!ю его цифръ. 
Рюшенае. Согласно услов1ю, 105 у=2ху или 


5+2. =9. 


Отсюда видимъ, что 5. должно быть цЪлымъ числомъ. 


Пусть В-Ь, тогда 5+#=25{ или =. 


Такъ какъ 3 должно быть цфлымъ числомъ, то в=|1 и 
+. =5. 
При #=1, х=3 и у=6 
При &-=5 =1 и У-==10 (это рЪшене не 
годится, такъ какъ значене чу меньше 10). Искомое число 
равно 36. 


76. 


Найти трехзначное число, изображен!е котораго 
въ плоскомъ зеркалЪ будетъ въ 7,41(6) раза болфе 
самого числа. 

Ръшене. Согласно услов!ю задачи, 

7,41(6)[100%-+ 10у%-2|==1002--10у-+х, или, 


=: у. Такъ какъ 70у должно дф- 
литься нацфло на 101, то у=0 (т.-к. у 190). СлЪдовательно, 
= и г=8. 

Искомое число есть 108. 


по упрощен!и, г=8х-- 


Е. м 


77. 


Найти два цЪфлыхъ и положительныхъ числа, раз- 
ность между которыми равна ихъ удвоенному част- 
ному. 

Рьшенле. Если т и у искомыя числа, при чемъ х>у, то 


лы ВЕТЗИ,А 
т А 1 или т— у 2; (2). 


ь х 
Въ первомъ уравнен!и 2 должно быть цфлымь числомъ, при 
чемъ у не можеть быть ни единицей, ни двумя, такъ какъ 
при у=1, х=—1, а при у=2, х—2==х, что невозможно. 
Очевидно, Хх должно дЪфлиться на у. Пусть х=йу, тогда 


1 
уравнене (1) принимаеть видъ: Иу—у==2 откуда Ут 


Въ виду того, что фи #1 числа взаимно простыя, то #—1 
должно быть дфлителемъ 2, т.е. #_1=1 или #—1=2. 


СлЪдовательно, 
у=4 или у=3, а т=8 или 1=9. 


Въ уравнен!и (2) у не можетъ дЪлиться на х, такъ какъ 
х`>у, а поэтому на х должно длиться 2. СлЪдовательно, 


1 ‘ 
х=1 или х=2; соотвЪтственно этому У (не годится) или у==1. 


18. 


Найти двузначное число, равное произведен!ю 
суммы его цифръ на ихъ разность. 

Руюшеше. Если х число десятковъ, а у число единицъ иско- 
маго числа, то 

105+ у=2?— у? (1) или 10х--у=у—47? (2), отсюда 
в=5+у/25у [у или =—5+У 25—у—9. 

Такъ какъ ]/25-У-у>>5, то уравнеше (1) не можеть 
имЪть рьшенйй, соотвЪтствующихъ услов!ю задачи (0«х< 10). 
Уравнен!ю (2) удовлетворяетъ х= — 5-47 25-9 —у=— 5+ 
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+У25-\ч—1), при чемъ выражеше ]/25-+-у(у—1) должно 
быть точнымъ квадратомъ, содержащимся между 25 и 97 
[при у=9, выражен!е 25--у(у—1)=97]. Но точные квадраты 
между числами 25 и 97 будуть 36, 49, 64 и 81, изъ которыхъ 
только 81 удовлетворяеть условямъ нашей задачи. Уравне- 
ню 25--у?—у=81 удовлетворяеть у=-8. Искомое число, слЪ- 
довательно, будетъ 48. 


79. 


Найти три цЪлыхъ числа, сумма квадратовъ ко- 
торыхъ была бы равна квадрату даннаго числа. 

Рушене. Составляемъ уравнен!е 22--у?--22—=#?, гдЪ буквами 
т, уи г обозначены искомыя числа, а буквой &— данное число. 
Наше уравнен!е ‘будеть удовлетворяться при услов!и, если 
у?=252; тогда 12-22-22 =(х-2)?=? или т-г=й. Уравне- 
не 1у2=2л2 принимаеть видъ 9у2=25(—1)=2Кх—22?. Пуоть 


т 
У ® г т и п произвольныя ЦФлыя числа. Тогда 


2 
т : 
2—2 =, или, по упрощеви, х(т?--2и?)=2и?Ё, откуда 
ы 2128 
— т-- 22 
р | : т 
Подставивъ найденное значен!е х въ уравнев!я у= пт и 


2ттЁ та 
тен М а-я. 
х, уи 2 были цълыми, необходимо число Е выбрать таз, 
чтобы оно дълиловь на т?--21?. Выбираемъ к=т?--2и?, тогда. 
х=21?, у=тй и г=2тт. 


12--у2--22={2, найдемъ, что у== Чтобы 


80. 


Сколько находится одинаковыхъ членовъ въ двухь 
ариеметическихъ прогресцяхъ: 
— 2; 7; 12; 17; 22; 27,... 
ее ве Е, 
если каждая изъ нихъ состоитъ изъ 60 членовъ? 


— 60 — 


Рьшене. Пусть (х—1)-ый членъ 1-ой прогресби равенъ 
{и--1)-му члену 2-ой прогресМи, тогда 2--5=2-Ё-Зу или 


2—9. При у равномъ 5, 10, 15, 20 ит. д., т получаетъ 


соотвЪтственно значен!я 3, 6, 9, 12 ит. д. Отсюда видимъ, 
что 4-ый, 7-ой, 10-ый... члены 1-ой прогресс!и будутъ равны 
соотвЪтственно 6-му, 11-му, 16-му... членамъ 2-ой прогресци. 
СлЪдовательно, число всЪхъ одинаковыхъ членовъ будетьъ 
60:6—=10. 


81. 


МнЪ теперь вдвое больше лЪтъ, чЪмъ было вамъ 
тогда, когда мнЪ было столько, сколько вамъ теперь; 
а когда вамъ будетъ столько, сколько мнЪ теперь, 
то намъ будетъ обоимъ вмЪстЪ 63 года. Сколько лЪтъ 
каждому? 

Рюшенае. Пусть мнЪ теперь х лфтъ, а вамъ теперь у лЪтъ. 


МнЪ было столько, сколько вамъ теперь х—у лЪтъ тому 
назадъ, а вамъ тогда было у—(2—9) лЪтъ. По услов!ю задачи 


х=2[у—(х—9)] (-...... (1) 
Вамъ будетъ х лЪтЪ, т.-е. столько, сколько мнЪ теперь, черезъ 
х—у лЬть, мнЪ же въ то время будетъ х--(5— 9). 
По услов!ю задачи 


х-[е- (2—9)]=63 (...... (2) 


Ръшая ур-я (1) и (2) совмЪстно, будемъ имЪть: 
1=28 и у=21. 


82. 


Одинъ мальчикъ прожилъ столько буднихъ дней, 
сколько мать его прожила воскресенйй; столько су- 
токъ, сколько отецъ прожилъ недфль и столько мЪ- 
сяцевъ, сколько бабушка его прожила лЪтъ. ВсЁмъ 
имъ безъ мальчика 100 лЬтъь и 4 дня. Сколько лЪтъ 


61. = 


мальчику? (1 годъ=365 дней=52 недфли=!12 мЪся- 


цевъ.) 

Рюшеше. Пусть х будетъь искомое число лфтъ, прожитыхъ 
мальчикомъ. Тогда, по услов!ю задачи, имфемъ, что мальчикъ 
прожилъ: х лЪть, или 365х дней, или 525 недфль (или воскре- 
сен!й), или 125 мЪсяцевъ; слЪфдовательно, мальчикъ прожилъ 
буднихъ дней 365%5—52%=3135; кромЪ того, сутокъ всего онъ 
прожилъь 365%, а мЪсяцевъь 52%. Мать мальчика прожила 
столько воскресевй, сколько самъ мальчикъ прожилъ буднихъ. 
‘дней; слЪдовательно, мать прожила 313% воскресенй, т.-е. 
3135.7 дней. Отецъ прожилъ столько недфль, сколько маль- 
чикъ прожилъ сутокъ; слфдовательно, отецъ прожилъ 365% 
недЪль, т.-е. 3655.7 дней; бабушка прожила лЪтъЪ столько, 
сколько внукъ прожилъ мфсяцевъ, т.-е. она прожила 125 лЪтъ, 
а слФдовательно 125.365 дней. Поэтому мать, отецъ и бабушка 
прожили: 313.75--365.7%--12.365х дней, т.-е. 21915--2555х-- 
+4380%=9126х дней. По услов!ю задачи это количество дней 
должно быть равно 100 лФтамъ и 4 днямъ, т.-е. 36504 днямъ; 
слЪдовательно, 36504=9126х, откуда х=4. 


83. 


Я задумалъ число; приписавъ къ нему справа 8, 
я прибавилъ къ результату 6; къ полученной суммЪ 
снова приписалъ справа 9 и прибавилъ 7; затфмъ 
справа же приписалъ 4 и все раздфлилъ на 27; тогда 
я, вычеркнувъ справа послфднюю цифру, равную 
задуманному числу, получилъ 13. Какое число я 
задумалъ? 

Рющеше. Обозначимъ черезъ х задуманное мною число. 
Приписавъ къ нему 8, я цифру х перемЪфстилъ на 1 разрядъ 
выше, слЪдовательно, получилъ число 105--8; прибавивъ къ 
результату 6, я получилъ 105--8--6=10(5--1)-14. (Что число 
х есть число однозначное слфдуетъ изъ услов!я задачи). При- 
писавъ снова 9, получимъ: 


10[10(2--1)-4]--8= 100(#-- 1) 40-9, 
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а прибавивъ 7, будемъ имЪть: 
100(&—- 1)--49-+7==100(#- 1) 56. 
Приписавъ справа 4, я получилъ 
10[100(#+1)+56]--4=1000(=--1)-+564. 
Раздфливъ на 27, я имЪлъ: 
10000(х-- 1) 564 
27 в 
вычеркнувъ же послЪднюю цифру, равную 2, я имЪлъ 
1000(2-+ 1)+564 


27 ___ 10002414564 2. 
10 $2 270 10 
| 100(&- 1)--564 2 _ —_ 
Согласно услов!ю, 570 —— то= 13, откуда х-=2. 
84. 


Ювелиръ продаль каждому изъ покупателей 
столько колецъ, сколько у него всего было покупа- 
телей, при чемъ за каждое кольцо взялъ столько 
рублей, сколько колецъ продалъ каждому. Часть 
вырученной суммы денегъ ювелиръ издержалъ на 
покупку десяти браслетовъ. За каждый браслетъ онъ 
заплатилъ число рублей, меньшее числа браслетовъ, 
но каждый изъ нихъ стоилъ дороже кольца. Остав- 
шаяся у ювелира сумма денегъь была меньше цЪны 
браслета. ОпредЪлить стоимость кольца и браслета. 

Ръьшенле. Обозначимъ черезъ х цфну кольца, черезъ у цЪну 
браслета, а черезъ 2 оставшуюся у ювелира сумму денегъ. 
Тогда, согласно услов!ю задачи, 

28—10у-2. 

Такъ какъ правая часть равенства должна быть двузнач- 
нымъ числомъ (2« у 10) и, кромЪ того, точнымъ кубомъ, то 
она можетъ быть равна 27 или 64. Изъ этихъ двухъ чиселъ 
27 не годится, такъ какъ г«Х у. СлЪдовательно, 23=64=10у-г, 
откуда х=4, у=6б; г=4. 
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85. 


Количество мфди въ слиткЪ составляетъ столько 
процентовъ количества чистаго золота, сколько еди- 
ницъ содержится въ нумер пробы этого слитка. 
ОпредЪлить пробу слитка. 

Рьшене. Обозначимъ искомую пробу черезъ х, т.-е. будемъ 
считать, что на каждые 96 золотниковъ слитка приходится т 
золотниковъ чистаго золота. По услов1ю задачи количество 
мЪди составляетъ х%/ количества чистаго золота. СлЪдовательно, 
на 100 золотниковъ золота приходится х золотниковъ мЪди, а 


х.х 
на 5 золотниковъ золота приходится 100` ЗОлотниковъ мЪди. 
: 2 ь 
Получаемъ уравнен!е: -х +-тбо=96, откуда х=60. Второй ко- 


рень, какъ отрицательный, не соотвЪтствуеть услов1ю задачи. 


86. 


Лисица травится борзою собакой. Въ началЪ травли 
лисица находилась отъ собаки на разстояни 60 
прыжковъ. Лисица дЪфлаетъ 9 прыжковъ въ то время, 
какъ собака дфлаетъ всего 6 прыжковъ; 3 прыжка 
собаки составляютъ 7 прыжковъ лисицы. Сколько 
прыжковъ сдЪлаетъ собака, пока догонитъ лисицу. 


Р»ьшенае. Пусть число прыжковъ собаки будетъ х. Разсуждаемъ 
такъ: Три прыжка собаки равны семи прыжкамъ лисицы, а 


потому 1 прыжокъ собаки равенъ 1 прыжковъ лисицы, а т 


7% 7х 

прыжковъ собаки равны -5 прыжковъ лисицы. Формула 3 

представляетъ путь, который должна проскакать собака; этотъ 
путь выраженъ въ прыжкахъ лисицы, 

Съ другой стороны, собака дЪлаетъ 6 прыжковъ въ то время, 

какъ лисица дЪлаеть 9; отсюда слфдуетъ, что лисица сдЪлаетъ 


95 
`5 СВоихъ прыжковъ въ то время, какъ собака сдЪлаетъ х сво- 


ихъ прыжкюовъ. 
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СлЪдовательно, 60+ откуда 1==72. 


87. 


Двое часовъ бьють въ одно и то же время. Было 
всего услышано 19 ударовъ. При этомъ извЪстно, 
что первые часы отстаютъ отъ вторыхъ на 2 секунды; 
промежутокъ между послЪдовательными ударами пер- 
выхъ часовъ равенъ 3 секундамъ, а вторыхъ 4 се- 
кундамъ. Который часъ? 


Рющшете. Пусть х-ый ударъ первыхъ часовъ совпадаетъ съ 
у-ымъ ударомъ вторыхъ часовъ. Тогда до х-го удара первые 
часы били въ продолжен!е 3(х—1) секундъ, а вторые часыы— 
въ продолжен!е 4(у—1) секундъ. 

Такь какь первые часы отстаютъ отъ вторыхъ на 2 секунды, 
то, слЪдовательно, 

4(у—1)—3(5—1)=2 
или 4у—Зт=3.. 

РЬшая неопредЪленное ур-1е (1), имЪемъ: 

х=3; т1.=7; 13=И 
у:=3; у=6; уз=9 

Изъ рьшен! ур-фя видимъ, что удары совпадають слЪдую- 
щимъ образомъ: 3-й ударъ первыхъ часовъ съ 3-мъ ударомъ 
вторыхъ, 7-й съ 6-мъ, и 11-й съ 9-мъ. Откуда замфчаемъ, что 
совпаден!й было 3. СлЪдовательно, въ дЪйствительности, уда- 
ровъ было 19--3=:22, откуда видимъ, что часы показывали 
22:2=11 часовъ. 


88. 


МнЪ въ 1906 году было столько лфтъ сколько 
единицъ въ числф, составленномъ двумя послЪд- 
ними цифрами того года, въ которомъ я родился. 
Сколько мнЪ лЬтъ? 

Рьшене. Обозначимъ двЪ послфдн!я цифры года моего ро- 
жден!я черезь х и у. Если мнЪ больше шести лЪтъ, то годъ 


бы 


моего рожден!я можно обозначить черезъ 1800 10х--у. Согласно 
услов!ю задачи, 1906—(1800-- 10%- у), =10%--у, откуда х=5, 
а у=3, т.-е. мнЪ 53 года. Предположене, что я родился послЪ 
1900 г., приводить къ отв$ту: мнЪ 3 года. 


89. 


ПЪшеходъ, идя вдоль лин!и трамвая, черезъ ка- 
ждыя 4 минуты встрЪчаетъ вагонъ трамвая, а черезъ 
каждыя 12 минутъ его нагоняетъ вагонъ. Зная, что 
пъшеходъ и трамвай движутся равномфрно, опре- 
дЪлить, черезъ как!е промежутки времени отходятъ 
вагоны со станщи. 


Пусть вагонъ трамвая въ 1! минуту проходитъ разстояне ъ, 
а пЪшеходъ 9; и пусть а есть разстояне между двумя посл$- 
довательными вагонами трамвая, тогда, такъ какъ пЪшеходъ 
черезъ 4 минуты встрЪчаетъь вагонъ трамвая, то, проходя въ 
1 минуту разстоян!е %, онъ пройдетъ въ 4 минуты 4%, а 
трамвай 4%; сумма пройденныхь пЪшеходомъ и трамваемъ 
разстоян!й дастъ намъ а, т.-е. 

4-4 —=а и... (1) 


Въ 12 минутъ пЪшеходъ пройдетъ разстояне 12%,, а трам- 
вай профдетъ 12%; разность разстоян!й трамвая и пЪшехода 
дастъ намъ снова разстояне а, т.-е. 


120—120 =а........ (2) 
Изъ ур-й (1) и (2) имфемъ: 
40-4, =125—12%,, откуда =5 ; 


т.е. пЪшеходъ движется вдвое медленнфе трамвая. Далфе, 
пусть со стан и вышелъ одинъ вагонъ; слЪдующ!Й долженъ 
выйти черезъ такой промежутокъ времени, черезъ который пре- 
дыдущ!й пройдетъ разстоянйе а; но разстоян!е а пройдетъ ва- 


а 
ГОНЪ ыы минутъ, такъ какъ въ каждую минуту онъ прохо- 


. . а 
дитъ разстояние %. СлЪдовательно, вычисливъ выражен1е о’ мы 


; А 
А. Ляминъ. Математаческе досуги. В 


ИЕ Е 


отвфтимъ на вопросъ задачи, т.-е. найдемъ, черезъ какой про- 
межутокъ времени выходятъ со станщи вагоны. 


р . о р 
Подставивъ .=5 въ ур-е (1), найдемъ что 9 минутамъ. 


90. 


Найти три послЪдовательныхъ нечетныхъ числа, 
сумма квадратовъ которыхъ равна четырехзнач- 
ному числу, изображенному одинаковыми цифрами. 

Рьшене. Квадраты нечетныхъ чиселъ могутъ оканчиваться 
только цифрами 1, 5 или 9; суммы же квадратовъ трехъ не- 
четныхъ чиселъ могуть оканчиваться только цифрами 1, 3, 5 
или 7, что видно изъ слфдующихь комбинашй: (1--1-1); 
(5+5+5); (9-99); (1+-5-5); (1-99); (59-9; (9-51-51; 
(95-5); (15-9). Отсюда заключаемъ, что суммой квадра- 
товъ искомыхъ чисель можеть быть: 1111, 3333, 5555 или 
7777... (1). Обозначимъ наименьшее изъ искомыхъ чиселъ черезъ 
х. Тогда имЪемъ: | 
42-- (2-2)? (2-4) =? ?-- 4 А-а? 85 +16=3а?- 12х--20= 
—=3(22-- 42-4) + 8=3(ж--2)2- 8, т.-е. сумма квадратовъ трехъ по- 
слЪдовательныхъ четныхъ или нечетныхъ чиселъ равна утроен- 
ному квадрату средняго числа плюсъ 8. Теперь выберемъ изъ 
чиселъ ряда (1) такое, которое, будучи уменьшено на 8, ДЪ- 
лилось бы на З безъ остатка. Этому услов1ю удовлетворяетъ 
только число 5555. СлЪдовательно, 


Е: —=43. Искомыя числа суть: 41, 43 и 45. 


91. 


Три лица А, Ви С вмЪстЪ со своими женами 0, 
Еи ЕЁ купили по нЪсколько вещей, при чемъ каждый 
заплатилъ за свои вещи столько рублей, сколько 
купилъ вещей. Каждый мужъ заплатилъ на 63 руб. 
болЪе, чЪмъ его жена. КромЪ того извЪстно, что А 
купилъ на 23 вещи болЪе, чёмъ Е, а В платилъ за 
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каждую вещь 11-ю рублями дороже О. Кто на комъ 
женатъ? 


Рилиеше. Пусть х есть число вещей, купленныхъ какимъ- 
либо изъ трехъ лицъ А, В или С, а у—число вещей, куплен- 
ныхъ его женою. Тогда сумма, заплаченная мужемъ была #7, 
а его женой у?. По услов задачи имЪемъ: 

брони 
или (х--у)(2—9)=63........ (2) 


Такъ какъ 63=63.1=21.3=9.7, то ур-ю (2) можно удо- 
влетворить, сдЪлавъ одно изъ слЪдующихъ трехъ предполо- 
женшй: 


оу с--у=21 +у=9 
&—У—= 1 или х—у=3 или т—у=7 (3) 
Изъ этихъ трехъ ур-Ш получаемъ соотвЪфтственно 
=32 | х=12 | х=8 
у=31 у=9 у=1 ее (4) 


Такъ какъ, по услов!ю, А купилъ 23 вещами болЪе Е, то 
энъ не могъ купить ни 12, ни 8 вещей; слЪдовательно, онъ 
купилъ 32 вещи. Число вещей, купленныхь ЕЁ, меньше чфмъ 
У 4 на 23, т.-е. равно 9. Поэтому вышеприведенную таблицу 
имЪемъ въ слЬдующемъ видЪ: 

х=32(А) | х=12 
у=31 у=9(Е) 


1=8 


ре (5) 


ДалЪе, по услов!ю, В платилъ 11 рублями дороже, чфмъ 1) 
за каждую вещь, слЪдовательно, онъ не могъ платить 8 ру- 
блей, а потому заплатилъ всего 12 рублей. П платила на 
11 рублей меньше, слфдовательно, она платила 1 рубль 
Такимъ образомъ, таблица принимаеть видъ: 

х=32(А) | гт=12(В)| «—=8 
у=31 у=9(Ё) | у=(КрО) 


Изъ таблицы (6) видимъ, что г=8 есть число вещей, куплен- 
ныхъ С, а у=31-—число вещей, купленныхъ РЁ. 


он. 28 


СлЪдовательно, А женать на РЁ, В на Е, а С на Ш. 
5* 


вета 


92; 


За цЪлыя сутки гири стЪфнныхъ часовъ опускаются 
на 312 ли. Часы заводятся ежедневно въ 12 ча- 
совъ дня. Сколько времени показываютъ часы, если 
извЪстно, что они пробили столько разъ, на сколько 
лин одна гиря была выше другой? (Часы бьютъ 
только часы, но не бьютъ получасовъ). 


Рьюшенме. Ходовая гиря опускается за каждый часъ на 


312 55 
= 13 лин!й; боевая же гиря съ каждымъ ударомъ опу- 


24 

312 . 
скается на 1812=2 лин!ямъ (за сутки всего ударовъ будетъ 
2.(1-+2+3-... = 13.12). Пусть часы пробили 


х ударовъ, т.-е. показывали х часовъ. За время отъ 12 часовъ 
дня до х часовъ ходовая гиря опустилась на 13% линйй, а 


боевая на 21-Е 2-3З-....-х)= —_ 


=(1-х)х линй. 


Согласно услов!ю задачи, а откуда = 11. 
Второй отвфть не годится, такъ какъ х не можеть быть 
больше 12. 


93. 


Корабль съ 210 пассажирами имЪлъ совершенно 
достаточный запасъ прЪсной воды, разсчитанный на 
все время плаван!1я. По истеченйи 3 недЪфль плава- 
ня стало умирать ежедневно по 3 человЪка. Несмотря 
на то, что плаванйе продолжалось 9-ю днями болЪе 
предположеннаго, запасъ воды истощился одно- 
временно съ прибытемъ корабля къ мЪсту своего 
назначен1я. Предполагая, что ежедневная порщя 
воды, отпускаемая каждому пассажиру, была одна 
и та же все время, опредфлить, сколько дней про- 
должалось плаван!е. 


—00 = 


Рюшене. Пусть х число дней, предназначенныхъ для пла- 
ван1я. Тогда весь запасъ воды на кораблЪ выразится черезъ 
210% порший. Въ течен!е 3 недЪль истрачено 210.21 порщй 
(3 недъли=21 день). Спустя 21 день благополучнаго плаваня 
осталось (х—21) дней, а такъ какъ плаванйе продолжалось на 
9 дней больше предположеннаго, то всего дней для плаваня 
оставалось (1—21-9)=(5—12). Въ течен!е этихъ (х—12) дней 
умирало ежедневно по три человЪка, слЬдовательно, въ пер- 
вый день болЪзни было выдано 207 порщ, во второй 204, въ 
трей 20| и т. д.; число всфхъ членовъ этой ариеметической 
прогресс!и равно числу оставшихся дней, т.-е. равно (х—12). 
Поэтому число порШЙ, израсходованныхъ въ течене (х—12) 
а--1) 
а 


дней болЪзни вычислится по формулЪ: = п, ГДЪ а= 


=207, п=х— 12 и [=а—(п— 1) 4= 207 —3(#—12— 1) = 
= 207—3 (х—13). 
Итакъ, имЪемъ: 
ый [207-207—3(2—13)] (453—3л)(#—12) 
= 2 2 Г 
Если къ вычисленной суммЪ прибавимъ количество израсхо- 
дованныхъ порШИ до болЪзни, т.-е. 210.21, то сумма дастъ 
намъ количество всЪхъ порщшй, т.-е. 210%. СлЪдовательно, 
2105210 .21- 9-39 —12) 
2=47 и я.=—24. 
Плаванье продолжалось 47--9=56 дней. 


ео) = 


‚ или 12—23%—1128=0, откуда 


94. 


Двое, имЪя по одинаковому количеству золотыхъ 
жетоновъ, продали ихъ, при чемъ за каждый полу-_ 
чили столько двугривенныхъ, сколько всего было 
продано жетоновъ. На полученную сумму они ку- 
пили нЪсколько подстаканниковъ (менЪе 10), за- 
плативъ за каждый по 2 рубля, послЪ чего у нихъ 
осталось еще н$Ъкоторое количество денегъ, меньшее 
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цфны подстаканника. При дЪлежЪф одинъ изъ нихь 
получилъ однимъ подстаканникомъ больше другого, 
въ силу чего онъ, отдавъ другому оставиияся отъ. 
покупки деньги, доплатилъ еще нфкоторую сумму. 
Сколько денегъ было доплачено? 


Рьшене. Обозначаемъ количество жетоновъ черезъ х, тогда 
сумма, за которую былъ проданъ одинъ жетонъ, выразится 
черезъ 20% копфекъ. Положимъ, что число купленныхъ подста- 
канниковъ было у, тогда за эти подстаканники всего было за- 
плачено 200у копЪъекъ. ПослЪ этой покупки у нихъ осталась 
нфкоторая сумма, которая должна быть меньше цфны подста- 
канника и, кромЪ того, должна быть кратной 20, такъ какъ 
они получали двугривенные, и покупая подстаканники, пла- 
тили за каждый 10 двугривенныхъ; слЪдовательно, у нихъ 
должно остаться еще нЪсколько двугривенныхъ. Это оставшееся 
количество двугривенныхъ обозначимъ черезъ 2; тогда вся 
оставшаеся сумма будетъ 202. Такъ какъ количество жетоновъ 
было х, а каждый стоилъ 20%, то за вс жетоны было полу- 
чено 2052. По услов1ю задачи, 205*—=200%-202 или 12 =10Оу-2. 
Оставшаяся сумма 202< 200 (цфны подстаканника) или 2 < 10. 
Имя въ виду у< 10, заключаемъ, что д? есть число двузнач- 
ное и можетъ равно быть одному изъ слЪдующихъ квадратовъ: 
16, 25, 36, 49, 64 и 81. Но такъ какъ число жетоновъ было 
четное (двое сложились поровну), то 2? должно быть четнымъ, 
слЪдовательно, можетъ быть только: 16, 36, 64. Но (у) число 
подстаканниковъ должно быть нечетнымъ, такъ какъ у одного. 
изъ нихъ при дълежЪ было однимъ подстаканникомъ больше, 
слЪдовательно, цифра десятковъ искомаго числа 42 должна 
быть нечетной, а потому (возможны два числа 16 и 36. Въ 
обоихъ случаяхъ, имфемъ: г=6. СлЪдовательно, оставшаяся 
сумма была равна: 20.6120 коп.; за лишн!Й подстаканникъ 
одинъ долженъ былъ дать другому одинъ рубль, но такъ какъ 
онъ уступиль слфдующему половину оставшихся наличныхъ 
денегъ, именно 60 коп., то всего долженъ ему доплатить еще 
40 коп. 


А 


95. 


Найти шесть послЪдовательныхъ положительныхъ 
четныхъ чиселъ, сумма квадратовъ которыхъ равна 
четырехзначному числу, изображенному одинако- 
выми цифрами. 


Рьшете. Квадраты четныхъ чиселъ могутъ оканчиваться 
только цифрами: 4, би 0. Этими же цифрами должны окан- 
чиваться числа, представляюц!я собою суммы квадратовъ шести 
послЪдовательныхъ четныхъ чиселъ. Если принять во вниман!е 
услов!е задачи, то слЪдуетъ предположить въ данномъ случаЪ, 
что сумма квадратовъ искомыхъ шести четныхъ чиселъ можеть 
быть равна или 4444 или же 6666. Обозначимъ черезъ х наи- 
меньшее изъ искомыхъ четныхъ чиселъ, тогда сумма квадра- 
товъ всфхъ шести чиселъ выразится въ видЪ 
12 (2-2) (=--4)*-+ (#56)? (#-+8)*-- (= 10) =622--60%-+220. 
По услов1ю задачи 

622 60х--220=4444 или 6666. 

Въ первомъ случаф имфемъ: х,=22, х,=— 32, а во второмъ 
цЪлыхь рЬшен!й не получится, а, слЪдовательно, единственное 
четырехзначное число, удовлетворяющее задачЪ, есть 4444, а 
сами числа: 22, 24, 26, 28, 30 и 32. 


96. 


Число 294 (или75) разложить на четыре части и при- 
томъ такихъ, что если первое число увеличить, второе 
уменьшить, третье умножить, а четвертое раздЪлить 
на одно и то же число, то результаты отъ каждаго 
изъ четырехъ дЪйств!й получатся одинаковые. 


Рюшеше. Пусть х, у, 2 и $ искомыя числа. Обозначимъ 
черезъ а число, служащее для выполнен!я дЪйств!й, а черезъ 
Ъ число, выражающее результатъ указанныхъ дЪйств И. Тогда 
имфемъ: хра=б; у-а=Ь; га=Ъ; #:а-=6; х{у-+-2-41=294 или 


; +=а6. Сложимъ эти четыре ураз- 


э| = 


х=Ь—а; и=Ь-а; 2= 


нен1я по частямъ: оче-Ь-а-оа--аф=26-46-- 


ь 
а 294. Но Б=аг, слфдовательно, 2аг | а -- г = 294 или 
`2(а?-|-2а-- 1) =2(а- 1)*=294=6.7?. Очевидно, что а=6 иа-{ 1==7. 
Зная ги а, находимъ х=30; у=42 и #}-=216. 


Алгебраические софизмы. 
97. 


ВсЪ числа равны между собою. 

Если т не равно п, то все-таки т—2ит- 1? =и?—2тт-- т? 
или (т—п)?=(п—т)?. Отсюда т_п=п—т или 2п=2т или, 
дЪля на два окончательно п=т. 

Разъясненме. Корень квадратный имЪетъ два значен!я: вмЪсто 
равенства т_—п=и—т надо было написать равенство (т—п)-== 
—=-(п—т) или—(т—п)=п—т. Такьъ, напр., (-+2)*-=(—2)?, 
но |2 не равно—2. 


98. 


Сумма какихъ угодно двухъ одинаковыхъ коли- 


чествъ равна нулю. 

Докажемъ, что а+-а=0. Пусть х=а. Умноживъ обЪ части 
на—4а, получимъ-—4ах=—4а? или—4ах--4а?=0. Прибавимъ 
къ обфимъ частямъ по 2? тогда а?-—4ах + 44? =? или 
(т—2а)?=17?, откуда х—2а=<. Но такъ какъ х=а, то а—2а-=а 
или—а=а. Окончательно, а а=0. 

Разъяснеме. При извлечен!и квадратнаго корня изъ обЪихъ 
частей равенства (5—2а)? =? необходимо считать+(2—2а) =. 


39. 


Всякое количество равно своей половинЪ. 

Положимъ, что а=ф. Умножимъ обЪ части равенства на а 
и вычтемъ затЪмъ изъ обЪфихъ частей по 5. Получимъ #—@® = 
—=а6-—5? или (а--Ь)(а—5) =Ка—5). ДЪля обЪ части на (а—5), 


ых 


имЪемь а-|-=. Такъ какъ а=Ь, то равенство а--Ъ= при- 
нимаетъ видъ ар а=а или 2а-=а, откуда =>. 

Разьясненае. Множитель (а—%) есть нуль, такъ какъ а-=6. 
Мы пришли къ абсурдному результату только потому, что 
позволили себЪ раздфлить об части равенства (а )(а—5)= 
=В(а—5) на а—% т.-е. на нуль. 


100. 
Два неравныхъ количества равны другъ другу. 
Пусть а>Ъ. Напишемъ тождество—а)=—аф или (—а).В= 


—@(—5)...(1). Но-а=в—а—6=—(а-|-5); 6 =а—ф-—а=а—(а--Ъ) 
Теперь тождество (1) можно написать въ слЪдующемъ видЪ: 
[6 —(а-- 6) 6 =[{а—(а-НЪ)]а или, раскрывъ скобки, В (а-5)= 


25(а--5) _ „ 2а(а--5) 
2 — 2 


=а?—а(а--5), или $?— а————___. Къ обЪимъ ча- 


а--Ь\2 
стямъ послфдняго равенства прибавляемъ по >” ; полу- 
2.(а--5) (а? ,„ 2а(а-5) С ы 
а — | + [^2°) ил 
= ( а--Ь\? а-- 
(5— 5 } = «—“>^), откуда > —>— 
Прибавляя къ обфимъ частямъ полученнаго равенства по 


а--Ь 


5, имЪемъ окончательно Ь-=а. 


чаемъ: 52 


а--ь__ 


Разъяснене. Къ абсурдному результату мы пришли только 
потому, что, извлекая квадратный корень изъ обфихъ частей 


равенства ее и, написали и 
вместо + “= + (—“ =”. 
ог. 


Изъ двухъ величинъ та, которая больше другой, 


будетъ меньше ея. 


а —а 
Напишемъ сльдующ!я равенства: тер "а 


=—=-_1; но 


р а 


двЪ величины порознь равныя третьей равны между собой, 
—а 
‘Ча 
нихъ членовъ равенства (1) равно произведен!ю среднихъ, то 
равенство (1) представляетъ собою пропорцю. Во всякой про- 
порщи, если предыдущИ членъ перваго отношен1я больше 
своего послЪдующаго, то и предыдуш!й членъ второго отно- 
шен!1я больше своего послфдующаго, т.-е. если -а> —а, то и 
—а>-а. СлЬдовательно, меньшая величина (—а) больше боль- 
шей величины (-+а). 

Разъяснене. Равенство (1) не есть пропорщя, такъ какъ. 
пропорщей называется равенство двухъ ариеметическихъ отно- 
шенй, въ которыхъ предыдуще члены или оба больше, или 
оба меньше послЪдующихъ. 


{а : > 
слЪдовательно, ЕИЫ (1). Такъ какъ произведен1е краи- 


102. 


Всякое положительное число равно отрицатель- 
ному, если только абсолютныя величины ихъ равны. 

Изъ алгебры извЪфстно, что (и —а=— а; съ другой сто- 
роны (/—а)*=(у—а) .(у —а)=У(—а) (—а) = Иа? = + а. 
Отсюда слЪдуетъ, что—а= а. 

Разьяснеше. Равенство (}/—а)(у/ —а)=У (Са) (—а) невЪрно, 
такъ какъ данное въ алгебрф правило, что произведен!е двухъ 
одинаковыхъ корней равно корню изъ произведен!я подкорен- 


ныхЪъ количествъ, выведено только въ томъ предположении, что 
подкоренныя количества положительны. 


103. 


Чмъ больше знаменатель дроби, тфмъ больше 
и сама дробь. 


Пишемъ тождество: 9 В = В Умноживъ лфвую часть. 


2 
на 2, получимъ неравенство 29 (5) >89 В или 9 (5) > (5). 


о 


Такъ какъ большему логариему соотвЪтствуетъ и большее 
112 _1 11 
; р = >= 
число, то (5) 2 И 2 


Разъяснене. Погариемъ правильной дроби есть величина 
отрицательная; слЪдовательно, помноживъ лЪфвую часть тож- 


1 1 
дества 9 (6}=ч (5) на 2, мы ее уменьшили въ 2 раза, а 
1 1 
потому 29 6) < | 5- 
104. 
Два больше четырехъ. 


2 \ 4 
Очевидно, что > - или (5) > (5) . Логариемируя, имЪемъ: 


4 16 2 

29 (6)>4% (5). Отсюда, для обЪф части неравенства на и. 
получаемъ: 2>4. 

Разъяснеше. Къ такому результату мы пришли только по- 

тому, что дфлили обЪ части неравенства на 9 (5), т.-е. на ве- 


личину отрицательную, и при этомъ не измфнили знака не- 
равенства на обратный. 


195. 
Всякое число въ любой степени есть единица. 


ИзвЪстно, что а"=И а” (1). Сь другой стороны, 


т разъ 
ттт 
т то пт (++ ) 
Иа= @т— а ыы (2) 
ЕВ (1+1 
: +. . 
Дадимъ т значен!е безконечности, тогда Е а (=*= м 
п(о-+о-Но--...) п.о ы 
=а =@ =а = 1. Отсюда слЪдуетъ, что а"=1. 


Разъясненае. Равенства (1) и (2) могуть быть написаны и 
имфють смыслъ только тогда, когда завфдомо извЪъстно, что т 
получаетъ конечное значение. 


(о 


106. 


Сумма безконечнаго числа нулей есть единица. 


Пишемъ тождество 1 ... (1). Но 


т разъ 
т 1 1 1 1 
ое Е — а. =1 ... (2). Пусть т=оо. 
111 УИ 
Тогда Е ие. 2 т .. (3). Сравни- 
вая (2) и (3), находимъ О--0--0-... =1. 


Разъяснене. См. софизмъ 105. 


107. 


Всякое положительное число есть величина отри- 
цательная и ПРритомъ безконечно большая по абсо- 


лютной величинф. 
Дфля единицу на (1—9@), получаемъ частное, состоящее изъ 
безконечнаго числа членовъ: 


розеиаачя+ . Е | 


Пусть, наприм6ръ, а=2; тогда имЪемъ: —1=1--2--22-{ 23... 


3 
или 1 =-—(1+12--2-+-23--...) =-—©о. При а—> получимъ 
й 345 
2=-—0оо; и вообще, давая а значенйя 3, 4, 5... и 5' 3 4: 


можно доказать, что любое положительное число есть — со. 

Разъяснеме. Если а меньше единицы, то равенство (1) пред- 
ставляеть собой формулу безконечно-убывающей геометриче- 
ской прогресси. Эта формула указываетъ, что рядъ 1--а- 
+ а?--... при а<1 стремится къ опредленному конечному 
предълу. Если же а> 1, то рядь 1--а--а*--..., при безгра- 
ничномъ увеличен!и числа членовъ, безгранично возрастаетъ и 
во всякомъ случа не представляетъ собой частнаго, получен- 
наго отъ дълен!я 1 на (1—а). 

Равенство (1) показываетъ только, что процессъ дЪлен1я мо- 
жеть быть продолженъ до безконечности. Мы можемъ остано- 


В = 
виться на любомъ членЪ ряда и прибавить къ нему остаточный 
членъ, тогда формальное равенство (1) обратится въ тождество: 


1 а? аз 
В = ее ох, 
[а ГЕ 1--а--а?-- т ит. д. 


108. 


Единица равна двумъ. 
Напишемъ формулу разложен!я бинома Ньютона: 


(а—5)"= а" па" --— Е АИ... паби А" х @). 


Полагая п=1, имфемъ: | 
(а--5)1=а--5--0--0--...--0-На-РЬ или а Ь=2а--26=2(а- В). 
Отсюда, дЪля обЪ части послфдняго равенства на (а--Ь), полу- 
чаемъ 1=2. 

Разъяснеше. ИзвЪстно, что разложене бинома имЪетъи-+ 1 чле- 
новъ, гдъ п показатель степени бинома. Тотъ видъ, какой данъ 
строкЪ бинома въ данномъ софизмЪ въ равенствЪ (1) придается 
ему условно. Зная показатель п, надо разлагать биномъ по 
данной формулЪ слЬдующимъ образомъ: 


ип п— _ О а?-? р? п(п—1)(п—2) п 3} 
(а-- 5)" = а” па —— = | тов в --.. 


при подстановкЪ даннаго п въ эту строку самъ собой получится 
членъ, равный нулю, это будетъ (п--2)-ой членъ. Подставлять 
же данныя значеня въ строку (1), гдЪ конецъ разложен!я 
имЪеть чисто условный видъ, будеть ошибочно. 


109. 


ВсЪ конечныя числа суть нули; сумма безконеч- 
наго ряда конечныхъ величинъ есть нуль; нуль 


равенъ безконечности. 

Назовемъ сумму безконечнаго числа равныхъ слагаемыхъ 
черезъ 1, тогда х=а--а--аа--... (1). Очевидно, что сумма 
всъхъ членовъ ряда безъ перваго также равна х, а потому 
х=а--1х или т—т=а, т.е. О—а. 

Вставляя въ равенство (1) вмфсто а полученное значен!е 
0, получаемъ: х=0--0--0--0...=0... (2). Изъ выражения (1) 


— 18 — 


видно, что х должно быть равно безконечности; сравнивъ этотъ 
результатъ съ выражен!емъ (2), заключаемъ, что 0==со. 

Раззяснеме. Къ такимъ результатамъ мы приходимъ только 
потому, что оперируемъ съ безконечностью, какъ съ величиной 
конечной; изъ равенства х—=а можно вывести только то, 
что а=со—0©о, НО со—со есть неопредЪленность, а не разность 
между двумя одинаковыми количествами. 


110. 


Половина равна нулю; нуль равенъ единицЪ. 
Согласно формулЪ бинома, 


ооо“ рто"-ь О ом + (и) (2) -Зуз 


С 1.2.3 
п(п—1)(и—2)(п—3) „44 о д, 
Е а" .... Пусть а=ф=1 и п=— 1; тогда 
аи-еыЕн-ЕНьЕ. .. Если число членовъ второй ча- 


1 
сти равенства четное, то 5=0; если же число членовъ нечет- 


2 
Разъясненяе. Формула возвышен!я бинома въ степень можетъ 
быть распространена на какой угодно показатель только ВЪ 


ное, то =. СлЪдовательно и =]. 


| 
томъ случаф, когда 1? р >1—. 


Сумма цфлыхъ и положительныхъ чиселъ больше 


ихъ произведен я. 
Возьмемъ конечный рядъ цфлыхъ и положительныхъ чиселъ: 


ао--е-+...-1. 
а 
Очевидно, что 9 ао. ан . Отсюда 


Ре - р Не а-|- 6-е. ..-Н ы 


2% а.Б. Рите! 


ли 
1 


МУ 
а --е-+...-И2 а-Ь--в-+...-Ы ‚ 

и | ве”) > а.ь.с...й Большимь 
логариемамъ соотвЪтствуютъ и бдлышя числа; слфдовательно, 
‚а-Ро-е+... И? _ арьЬ-е+...-Ы о 1 
ны > — о или ОЕ 
` а.Б.с...1 а.б.с...й .В.с...1 
Освободивъ неравенство отъ дробей, получимъ окончательно 

а е-+-...-Т1>а.Ъ.е...1. 


Ио. есть величина 
отрицательная, такъ какъ числитель меньше знаменателя; при 
умножен!и отрицательной величины на 2 мы эту величину 
уменьшаемъ въ два раза, а потому 


> 1. 


Раззяснеме. Выражен!е 109 


2, ее ..-Ы я а--о-Не--...- 1. 
ый .В.с. а.вВ.с...1 
112. 


Всякое количество равно нулю. 

Уравнеше 32°—Зах ра*=0, гдЪ а есть извЪстное количество, 
отличное оть нуля, можно представить такъ: 31*— Зах==—а?. 
Умноживъ обЪ части уравнен1я на (—а) и прибавивъ затЪмъ къ 
обЪимъ же частямъ по 23—а3, получимъ: 

23— Зал? -- Зах —а3=а3-- 13—93 или (5—а)8 =. 

Извлекаемъ изъ обфихъ частей послфдняго уравнен1я кубич- 
ный корень и получаемъ х—а==1, откуда а=0. 

Разъяснеме. Уравнеше (х—а)3=13 на самомъ дЪлЪ пред- 
ставляетъ собой уравнен!е 2-ой степени, такъ какъ обЪФ части 
могутъ быть сокращены на 123. Извлекая корень кубичный, мы 
теряемъь оба корня уравненя и въ результатЪ получаемъ 
уравнене а=0, не имъющее ни одного корня. 


Геометрая. 
113. 


Найти прямоугольный треугольник, стороны ко- 
тораго выражаются цълыми рац1ональными числами, 
а площадь выражается тЪмъ же числомъ, что и 
периметръ. 


Рльшене. Согласно условйю, ауру =“ (ГД хиу 


искомые катеты) или 2 =ву—2=—2у9. Возводя въ квад- 
ратъи сокращая, получаемъ послЪдовательно: 2—4? у—42у?-- 
--8ху=0; ху—42—4у--8=0; ху—25—4у4-8—2=у—2)—4(у—2)— 
—25=0. Пусть у—2=Ъ откуда у=+-2. Тогда ур-не принимаетъ 


видъ: 21--44--25=0; дао Такъ Какъ \>0 и 


2>0, то #-2>0 и 5> 0; сльдовательно > —2 и > 0. 


Искомый треугольникъ не можетъ быть равнобедреннымъ, такъ 
какъ гипотенуза выражалась бы иррашональнымъ числомъ. 
4 

$ 1-2; 
1—2 > 1 
44>#—4; #Й4—4<0 или [—(24-2/2)-—@—272)] <, 
откуда «2-22 или {5 (оба множителя послЪдняго не- 
равенства должны имфть разные знаки; слЪдовательно, если 
первый множитель положителенъ, то второй долженъ быть 
отрицательнымъ, т.-е. #>2--2И2 и :<2—2У2, что невоз- 
можно, такъь какъ предълы, для # противорфчатъ друге 


Поэтому, предположивъ х”> у, получаемъ 


заклю- 


другу). Съ другой стороны изъ равенства #= о 


28 — 


чаемъ, что х будеть положительнымъ при #—3. СлЪдова- 
тельно 5> {=—=3, т.-е. можетъ принимать только значен!я Зи 4, 
Если {=3, тох=12; у=5и У 2? Еу?=13. 
Если #=4, то =8; у-=6и У? --у?-=10. 


114. 


Въ прямоугольный треугольникъ вписана окруж- 
ность, которая дфлитъ гипотенузу на части 2 и 3. 
Опредфлить площадь треугольника. 

Ръшене. Пусть АВС данный треугольникъ и пусть Вр-=3 и 

В АР-=2. Изъ разсмотрЪ Ня элементовъ дан- 
наго треугольника видимъ, что ВЕ=ВО=3 
и АЕ=АП-2. Пусть РЕО=СЕ-=х, тогда 

АВ? =ВС?-- АС?. 
или 52-=(3--2)*-- (2-2)? 
откуда имЪфемъ ур-е: 
42-55—6=0 


ь изъ котораго 1=1; другой корень отри- 
с цатель ный. СлЪдовательно, площадь равна 
^ БС. АО 4.3 
- = —=6. 
Черт. 1. 2 2 
115. 


Въ прямоугольномъ треугольникЪ опущенъ перпен- 
дикуляръ на гипотенузу изъ вершины прямого угла. 
Этотъ перпендикуляръ дЪлитъ большой прямоуголь- 
ный треугольникъ на два малыхъ; въ эти малые тре- 
угольники вписаны окружности, рашусы которыхъ 
соотвЪтственно равны 4 и 3. ОпредЪфлить рад!усъ 
окружности, вписанной въ большой треугольникъ. 

Рьшене. Обозначимъ периметръ большого треугольника 
черезъ 2р, а периметры ма- 
лыхьътреугольниковъ соотвЪт- 
ственно черезъ 29, и 27.. 

Соединивъ центры вписан- 
ныхъ окружностей со сторо- 
нами соотвЪтствующихъ тре- А 


А. Ляминъ. Математическ1е досуги. 


Удо ты 


угольниковъ, будемъ имфть изъ треугольника ВСП: 
площ. А ВСр=А ВО,С-- А рО.С--А ВО.Б= 
7: те т. 88 «т, 1 


2 5(2р:) =ри”1. 
Но г, =4; слЪдовательно, площадь треугольника ВСЛ равна 471. 
Такимъ же образомъ площ. А АВР=3р». Площадь же боль- 
шого треугольника АВС будетъ р". Но мы знаемъ, что 
А АВС=А АВО+А ВОС 
слЪдовательно, р"=4р,-|-Зра... (1) 
Но, такъ какъ треугольники АВС, ВСП и АВГ подобны, то 


Рае 
а 4, откуда 


р=т9;.=449;р.=349. Подставляя эти значення въ уравне- 
не (1), получаемъ: 47*-==164--94 или 72=16--9. СлЪдовательно, 
г=5. 

116. 

Въ полуокружности построены два ^А-ка АБС 
и 4А0С:; въ первомъ изъ нихъ сторона АВ вдвое 
меньше стороны ВС, а во второмъ сторона РС втрое 
меньше стороны АР. Изъ 
центра О возставленъ 
перпендикуляръ къ д1а- 
метру АС, пересъкаю- 
1 о |. ний ВСи АД въ точкахъ 

М и №. Точка М со- 

Черт. 3. единена прямой съ А, а 

точка № съ С. Доказать, что треугольники АВМ и 
СРМ подобны. 

Рльшенае. Треугольники АВМ и СОМ (см. чертежъ) прямо- 
угольные, такъ какъ углы Ви р опираются на щаметръ. 


2 2 2 . Е 
АМ?*=АВ*-+ВМ?... (1); АВ= >= 5 5 откуда 


АМ =2АВ—ВМ или’ АМ? = 4АВ* —4АВ.ВМ - ВМ?... (2). 
Сравнивъ (1) и (2), получимъ: ЗАВ=4АВМ. Подобнымъ же 


образомъ изъ треугольника МОС имЪемъ: 


усь-мтя-- 00. ре-АР РИА РУМО 


‚ откуда 


а: 


№МС=3ЗрС—ПОМ или №МС*—=9рС*—60С.РМ-+ №? ... (4). 

Сравнивъ (3) и (4), получимъ 
зЗЬМ=4пС. 

ДЪля равенство ЗАВ=4АВМ на равенство ЗОМ —=4ПС, 

получаемъ: 
АВ: ОМ=ВМ : ОС, 

т.е. катеты одного треугольника пропорщюональны катетамъ 
пругого треугольника, а поэтому треугольники подобны. 


117. 


Верхняя часть тростника, растущаго въ рЪкф, вы- 
ступаетъ надъ поверхностью воды. ОпредЪлить глу- 
бину РЪки, производя измЪрен1я только на по- 
верхности или надъ поверхностью р%ки. 

Ръшеше. Пусть надъ поверхностью рфки выступаетъ часть 

тростника ВС-—=а и пусть иско- 

------16 мая глубина рЪФки, равная 

АВ, будетъ х. Взявъ за ко- 
нецъ С тростника, отведемъ 
его въ положене АП такъ, 
чтобы верхняя его точка С 
очутилась въ О. Длину ВО 
мы можемъ измфрить; пусть 
она равна 6; длина же АД)== 
=АС=АВ+ВО=т-а. Изь 
Черт. 4. прямоугольнаготреугольника 

АВО имъемъ: 
а? 


АЛ*=ВГ-- АВ? или (5--а)?= 52-12, откуда =—-— 


118. 


Вообразимъ себЪ земной шаръ обтянутымъ по 
экватору веревкой; удлинимъ эту веревку на какую- 
нибудь линейную единицу и, сдЪлавъ изъ этой ве- 
ревки твердое кольцо, расположимъ его концентри- 
чески съ экваторомъ; тогда между экваторомъ и 
кольцомъ будеть нЪкоторое опредЪленное разстоя- 


6* 


те: ЧЕ 


н!е. СдЪлаемъ то же съ шаромъ, величиной съ апель- 
синъ, т.-е. обтянемъ его веревкой по окружности 
большого круга и, затЪмъ, удлинивъ на ту же еди- 
ницу, сдЪлаемъ твердое кольцо, расположивъ его 
концентрически. Въ которомъ изъ этихъ слтчаевъ 
веревка будетъ дальше отстоять отъ поверхности 
шара. 

Ришене. Пусть В есть ращусъ земного шара. Длина окруж- 
ности (экватора) будеть 2=В. Тогда длина веревки посл ея 


удлинен1я будетъ: 2=В+1 2+5). Очевидно, что радусъ. 


1 : 
кольца изъ веревки будетъ: В+, а такъ какъ радусъ зем- 
ного шара В, то разстоянйе отъ поверхности шара до кольца. 
1 . 
будетъ 57" Такимъ же образомъ пусть г есть ращусъ малаго. 


шара, величиной съ апельсинъ. Тогда длина его болыной 
окружности будеть 2=т. Длина же кольца послЪ удлинен!я 


1 1 : 
буцетъ: дет 2= +5; Такъ какъ ">. будеть рашусъ 
т т 
кольца, то разстоян!е отъ поверхности малаго шара до кольца. 
1 | 
будеть также —. СлФдовательно, разстоянйе отъ поверхности 


2 
шара до веревки въ обоихъ случаяхъ одинаково. 


119. 


Отецъ завфщалъ своимъ сыновьямъ положить на 
его могилЪ мраморную прямоугольную доску. Въ 
своемъ завфщан!и онъ обозначилъ лишь длину плиты, 
полагая, что ширина ея выяснится сама собой изъ 
слфдующихъ его указан!й: лицевая сторона плиты 
должна была быть-раздЪлена на 2 части, изъ кото- 
рыхъ одна площадью въ 25 кв. четвертей предназна- 
чалась для надписан!я различныхъ изречешй, а другая 
часть, въ формЪ квадрата— для обозначен!я свЪДЪНйЙ 
о личности покойнаг^. времени его рождемя и 
смерти. 
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ПослЪ смерти отца сыновья, обсудивъ вопросъ 
о постановкЪ плиты, пришли къ заключеню, что 
изготовлен!е ея обойдется имъ слишкомъ дорого. 
И воть тогда одному изъ нихъ пришла мысль, что 
можно замфнить столь дорого стоящую плиту дру- 
гой, вчетверо меньшею по размфрамъ и по цЪНЪ, 
не нарушая при этомъ указанныхъ въ завфщан!и 
услоый и цифровыхъ данныхъ, вслфдств!е чего и 
рЬшено было заказать плиту предложенныхъ раз- 
мЪровъ. 

Какого размфра плита была предложена завЪфща- 
телемъ и какого размБра устроили ее наслфдники 
(въ обоихъ случаяхъ указать ея длину и ширину). 

Рилиетае. Обозначимъ длину плиты, указанную въ завёщан]и, 
черезъ у, а ширину ея черезъх(АС-=х, 
АВ = у). Тогда, согласно услов1ю, 


ту==25--2?, отсюда 2, = 5+ Уу—100) 


] В 
и = (у — И? 100), т.-е. данной 


длин$ плиты соотвфтствують два раз- 
личныхъ значешя ея ширины. Но, по 
услов1ю задачи, замФна одного значеня 

Черт. 5. ширины другимъ (при одинаковой 
длинЪ) даеть возможность уменьшить площадь плиты въ че- 


‘тыре раза. СлЪфдовательно, 4:=4%, или 5-10) 


—=2(у— У у?—100), откуда находимъ, что длина плиты, обоз- 
наченная въ завъщан!и, у=121/, четвертей. Подставивъ значе- 
не у, найдемъ х,=10 четв. и 2,=21/, четв. 


120. 


Въ какомъ треугольникЪ средины высотъ лежатъ 
‘на одной прямой лини? 

Рьщенле. Обозначимъ средины сторонъ треугольника АВС 
буквами а, Би с. Тогда аб, №6 и ас параллельны соотвЪт- 


И ее 


ственно сторонамъ АВ, ВС и АС, равны “>, — и — и ДЪ- 
лять высоты АШ, ВЕ и СЕ треугольника АВС пополыьгъ. 
Итакъ, средины высотъ треугольника АВС должны лежать. 
на сторонахъ, или на продолжен! яхъ сторонъ треугольника абс- 
Назовемъ средины высотъ буквами К, [Ги т. 

Если треугольникь АВС остроугольный, то ни одна изъ. 
точекъ К, Ги т не лежитъ ни въ одной изъ его вершинъ; 
отсюда заключаемъ, что въ остроугольномъ треугольникЪ 
средины высотъ не могутъ лежать на одной прямой. Если. 
одинъ изъ угловъ треугольника АВС, напримфръ уголъ А, 
тупой, то точка К лежитъ на сторонЪ фе, а точки Ги т ле- 
жатъ соотвЪтственно на продолжен!яхъ сторонъ ас и аб; та- 
кимъ образомъ и въ тупоугольномъ треугольник средины 
высоть не могуть лежать на одной прямой. Если же уголь А 
прямой, т.-е. треугольникь АВС прямоугольный, то точки Ти 
т совпадаютъ соотвфтственно съ точками 6 и с, такъ что 
середины высоть Ё, Ги т лежатъ на прямой 6с. СлЪдовательно, 
только въ прямоугольномъ треугольникЪ средины высотъ ле- 
жатъ на одной прямой. 


121. 


Доска ломбернаго стола, будучи раскрыта, имЪетъ 
форму квадрата. ОпредЪлитьнадоскЪ мЪсто для винта, 
около оси котораго должна вращаться крышка, 

| НЕЕ, чтобы, будучи сложена 

Е или раскрыта, она 
принимала положене.. 
симметричное относи- 
тельно ножекъ стола. 

Ръшене. Двойная доска 
АВС оломбернаго стола 
совпадаетъ съ рамой для 
ножекъ. Вращая доску 
около центра Опо направле- 
но часовой стрфлки, мы 
приведемъ ее въ положен!е. 


Черт. 6. 
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СЕЕМ. Будучи раскрыта, доска СЕЁЕМ представитъ квадратъ, 
расположенный симметрично относительно ножекъ стола. При 
вращен!и доски АМСШ, точки С и О) опишутъ окружности ра- 
д1усовъ ОС и ОБ, при чемъ точка С попадетъ въ Е, а точка р 
въ Р. Центръ О, очевидно, долженъ лежать въ пересЪчен!и 
перпендикуляровъ, возставленныхь изъ срединъ хордъ 
СЕ и ПЕ. 

Пусть ОС=ЕЕ=а, тогда А.=2а (длина прямоугольника 
должна быть вдвое больше его ширины, такъ какъ въ против- 
номъ случаЪ доска, будучи раскрыта, не будетъ представлять собой 


квадрата) и РЕ. Такъ какъ СЕ= а+5= и вк, 
тю РК= Е вре вв 

Изъ | треугольниковь О@Ё и ШЕМ сльдуетъ, что 
5: а= р: 5 ‚ откуда ат: но СГ, есть перпендикуляръ, опу- 
щенный изъ ии прямого угла, а потому ОЁ: <Г=<р: ЕН 
или 5: 1= д: ТН, откуда ТН= 5. Изъ равенства треугольни- 


ковъ ЯЁН и НУО слЪдуетъ, что НУ =НТ- 5. Слфдовательно, 


ааа __ За 
Ру=рьр--ЕН = =НУ=5-+ 8- 824. 
куляры, опущенные изъ центра вращен!я О на стороны прямо- 
угольной доски, дЪлятъ ширину ея въ отношен!и 3:1, а длину 
въ отношени 5:3. 


Такимъ образомъ перпенди- 


122. 
Между двумя городами А и В проводится шоссей- 
ная дорога, которая д 
должна пересЪчьрЪку, 


имЪющую одинаковую 
ширину и прямоли- 
нейное направлене. 
ОпредЪлить мЪсто для 
постройки моста съ 
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наименьшимъ пролетомъ такъ, чтобы путь между 
городами былъ кратчайшимъ. 

Рьюшене. Нетрудно сообразить (см. черт. 7), что АММБ, 
гдь ММ№—длина МЪста, есть искомый кратчайний путь. 


123. 


Изъ шести спичекъ составить четыре равносторон- 
нихЪ треугольника. 

Рюшене. Три боковыхъ грани и основанйе тетраедра, со- 
ставленнаго изъ шести спичекъ, представляютъ собой един- 
ственное рЬшен!е предложенной задачи 


124. 


Данъ матер1альный шаръ. Опредфлить его д!а- 
метръ, пользуясь только линейкой и циркулемъ. 

Риюшене. Поставивь ножку циркуля въ любую точку М 
шара, произвольнымъ рад!усомъ описываемъ на поверхности 


М 
[$3 
Черт. 8. Черт. 9. 

его окружность, на которой беремъ произвольно три точки 4, 
В и._С. Разстоянйя между ними измфряемъ циркулемъ и, от- 
кладывая ихъ на бумагЪ, описываемъ окружность, проходя- 
щую черезъ эти три точки. Проводимъ 1аметрь Ро=КГ и пер- 
пендикулярный ему СН. Точка Р лежитъ на поверхности шара 
и соотвЪтствуеть точкЪ К. ДалЪе, раусомъ КМ, дЪлаемъ за- 
сЪчку на щмаметрф ЯН, получаемъ точку 5, и, наконецъ, въ 
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Р возставляемъ перпендикуляръ къ РБ до встрЪчи съ СН въ точкЪ 
Е. Разстоян!е БВ дастъ д1аметръ шара, соотвЪтствуюций ММ. 


125. 


Сосудъ, имЪфющ форму цилиндра, наполненъ 
до верху жидкостью. Требуется вылить ровно поло- 
вину имЪющейся въ сосудЪ жидкости, не пользуясь 
при этомъ никакими измЪрительными приборами. 

Рюшене. Надо постепенно наклонять сосудъ до тфхъ поръ, 
пока поверхность оставшейся въ сосудЪ жидкости не будетъ 
касаться съ одной стороны наиболЪе низкой точки верхней 
части сосуда, а съ другой наиболЪе высокой точки дна сосуда. 
Въ этомъ случаЪ поверхность жидкости раздЪлитъ сосудъ на 
двЪ равновелик!я по объему части. 


126. 


Указать видъ тла, которое могло бы проходить 
и плотно закрывать собой три отверст!я: круглое, 
квадратное и имфющее видъ равнобедреннаго тре- 
угольника. 

Рьюшеше. ТЪло должно имЪть видъ такъ называемаго конои- 
дальнаго клина, который можно построить слфдующимъ обра- 
зомъ: возьмемъ кругъ, дмаметръ котораго равенъ а. На одномъ 
изъ д1аметровъ круга построимъ квадратъ такъ, чтобы АВ= 
—=АЛ-=а. Взявъ маметръ ЕЁ, пер- В 
пендикулярный къ АО, и возставивъ 
перпендикуляръ ЕГ, изъ точки Ё къ 
плоскости круга, получимъ точку К на 
сторонЪ квадрата ВС. Тогда треу- 
гольникъ ЕКГ будеть равнобедрен- 
ный съ высотою а. Если теперь мы ы > 
заставимъ АВ двигаться сразу по 
двумъ направляющимъ: ВС и окру- ну 
жности АЕШЕ, параллельно плос- Черт. 10. 
кости ЕКЁЕ, то и получимъ требуемое тЪло, которое основа- 
немъ пройдеть черезъь круглое отверсте съ щаметромъ а, 


С 
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частью АВСГ пройдетъ черезъ квадратное отверстйе со сторо- 
ной а, а черезъ отверст!е равнобедреннаго треугольника съ 
высотою а тёло пройдеть частью ЕКЕ, при чемъ это тЪло 
будеть въ то же время плотно закрывать каждое изъ этихъ 
отверст!й. 


127. 


Четыре одинаковыхъ шара рад1уса Е помфщены 
такъ, что каждый касается трехъ остальныхъ. Опре- 
дЪлить рад!усъ шара, находящагося между ними и 
касающагося каждаго изъ данныхъ четырехъ шаровъ. 


Рюшеше. Пусть А, В, Си Ш будуть центрами данныхъ че- 
тырехъь шаровъ, радусы которыхъ равны В. Соединивъ эти 
точки между собой, получимъ правильную пирамиду, ребро 
которой равно 28 (такъ какъ шары касаются). Центръ шара, 
касающагося всЪхъ четырехъ данныхъ 
шаровъ, будетъ находиться въ точкъ, 
равноотстоящей` отъ центровъ данныхъ 
шаровъ, а, слЪдовательно, и отъ вер- 
шинъ нашей пирамиды. Не трудно за- 
мЪтить, что центръ этого шара будетъ 

Черт. 11. лежать въ точкЪ пересЪфчешмя пер- 
пендикуляровъ, опущенныхъ изъ вершинъ пирамиды на проти- 
воположныя грани. Если мы найдемъ длину лини ВО, т.-е. 
разстоян!е центровъ даннаго шара отъ искомаго, и вычтемъ 
величину рашуса В, то получимъ ращусъ г шара, касающа- 
гося четырехъ данныхъ шаровъ. 


Изъ чертежа видно, что АЕ=)/ А0* — СЕ*= (28)?— В? = 


АЕ_ ВУЗ 


—=ВуЗ, а @Е= —'_^; (@ есть точка пересЪчен!я меданъ 
ву 3 3 }( р 


треугольника АОС). Далфе, изъ прямоугольнаго треугольника 
ВЕС, принимая во внимане равенство ВЕ=АЕ, имЪемъ: 
Е ЕрЕНЫЕ В? 6 
ва-=У ВЕ СЕ?= ов ВИ Изъ подоб1я же пря- 


моугольныхъ треугольниковъ ВОГ и ВЕД найдемъ, что 
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ОВ: ВЕ=ВЕ. ВС. Принимая во вниман!е, что ВРЕЗВЕ= 


ВУЗ, будемъ имЪть: 


28 З_ 
= 


ВУЗ: ме. откуда ОВ= 


, ВУ6 
ОВ . 3 ТР . 


СлЪдовательно, искомый ращусъ т= И. РВ). 


128. 


Въ одномъ изъ угловъ комнаты, имъющей видъ 
прямоугольнаго параллелепипеда, находится паукъ. 
Найти кратчайц!й путь, по которому онъ можеть 
добраться до противоположнаго угла. 


Ришеше. Пусть паукъ находится въ вершинЪ А паралле-. 
лепипеда и долженъ добраться до вершины С. Паукъ, очевидно, 
можетъ выбрать одинъ изъ трехъ возмож- 
ныхъ въ данномъ случаф различныхь 
по длин кратчайшихъ путей: по полу 
АВСШ и по стфнь ВРОС, по стЪнамъ 
АЕНО и ПОНСС и, наконецъ, по полу 
АВСШ и по стьнЪ ОНСС. 

Для рЪшен!я задачи необходимо раз- 
вернуть въ плоскость двугранные углы 
АВСС, АШНС и АШСС и сравнить Чет 

в . ы Черт. 12. 
между собой длины д!агоналей АС. От- 
вЪть на задачу будетъ всецфло зависть оть величины изм\- 
рен!й параллелепипеда. 


Геометрическе софизмы. 
129. 


ОтрЪзки двухъ параллельныхъ прямыхъ, заклю- 
ченные между сторонами даннаго угла, равны 
между собой. 
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Пересьчемъь параллельными прямыми АС и ГЕ стороны 

угла АВС и докажемъ, что 
АС=ПЕ. 

Такъ какъ параллельныя лини от- 
сЪкаютъ оть сторонъ угла пропор- 
щональныя части, то 

АВ _ ВС. 
Черт. 13. РВ „ВЕ 
Взявъ произведене крайнихъисреднихьчленовъ, будемъимЪть: 
АВ.ВЕ-=ВО. ВС. 

Умноживъ об части послЪцняго равенства на выражене 

{АС—ПЕ), имЪемъ: 
АВ.ВЕ.(АС-—РЕ)=ВО.ВС.(АС— ПЕ). 

Раскрывая скобки, получаемъ: 

АВ.ВЕ. АС-АВ.ВЕ.РЕ=ВО.ВС. АС-ВЬ.ВС.БЕ, 
или, перенося членьъ АВ.ВЕ.ШЕ въ правую, а членъ 
ВР.ВО. АС вь лЪвую часть, имЪемъ: 

АВ.ВЕ. АС—ВО.ВС.АС=АвВ.ВЕ.РЕ— ВО.ВС.ПЕ, 
или, вынося обще множители за скобку, будемъ имЪть: 

АС(АВ.ВЕ- ВР.ВС)=РЕАВ.ВЕ— ВР. ВО). 

Дъля, обЪ части на выражен!е (АВ. ВЕ— ВО.ВОС), имЪемъ 

окончательно: 


АС=рЕ. 
Разъяснене. Къ такому результату мы пришли только по- 
тому, что позволили себф раздфлить об части равенства на 
выражене (АВ.ВЕ— ВО.ВС), равное нулю. ДЪйствительно 


АВ _ ВС. 
ПВ ВЕ; АВ.ВЕ=ОВ.ВС или АВ.ВЕ— ОВ.ВС=0. 


. р 130. 
Часть равна цЪлому. 
ы Докажемъ, что АВ=АС. 
д в Проведя прямыя ММ и РФ перпендикуляр- 


до НО кь лиши АВи съкущую ЕР, найдемъ, 
что треугольники СВО и АСЕ подобны. 
ВслЪдств!е этого 
Вр _ СВ _АВЫ- АС. 
ы Черт. 14. ы А Ае=” АО .. (1) 
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Проведя ЕС параллельно АВ, изъ подобныхъ треуголь- 
никовъ Р@) и СВО имъемъ: 
Вр ВС АВ— АС 


9] — а —. Ра _ ОО ЗИ о (2) 
Опредфляя изъ обфихъ пропоршй ВО, имЪемъ: 
_ АЕ(АВ-—АС) 
ВО= Аб... (3) 
_а@р(АВ— АС) 
и ВЬ=- и к (4) 
СлЪдовательно: с 
АЕ(АВЬ-ЬАС) СП (АВЬ—АС) (5) 
АС _ т о а _ СО РИ" 


Умножая обЪ части равенства (5) на произведене АС.РС, 
имЪемъ: 
АЕ. ЕО(АВ-АС)=АС.СТ(АВ—АС). 
Раскрывая скобки, получаемъ: 
АЕ.СЕ. АВ-АЕ.ЕС. АС=АС.6). АВ-АС?. СО. 
Прибавляя къ обЪимъ частямъ по выраженю: (АЕ. СЕ.АС— 
—О4.АВ.АС) и производя сокращен!я, имЪемъ: 
АЕ.ГС. АВ-ОС. АВ. АС=АЕ. СЕ. АС АС. бП 
или 
АБ(АЕ. ГС—Пб. АС)=АС(АЕ. РО—ПЗ. АС). 


ДЪля обЪ части на (АЕ. РОС. АС), получаемъ: 
АВ=АС. 

Разьяснеше. Къ абсурдному результату мы пришли только по- 
тому, что дфлили обЪ части равенства на выражене (АЕ. ЕЧ— 
—Р4. АС), равное нулю; дЪйствительно изъ подоб!я треуголь- 
никовъ АЕС и ЕСО слЪдуетъ, что Ей или АЕ. Еб— 
—ра. АС=0. 


13. 


Изъ точки на прямую можно опустить два перпенди- 
куляра. 

Возьмемъ треугольникь АВС; стороны АВ и ВО въ точ- 
кахъ М и М раздьлимъ пополамъ и опишемъ на нихъ, какь 
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на д!аметрахъ, окружности, которыя пересЪкутъ сторону АС 
въ точкахь Л) и Е. Уголь АЕВ, какъ опираюцийся на ща- 
метрь АВ, будетъь прямой, а 
уголь ВОС, какъ опирающийся 
на д1аметръ ВС, также прямой. 

Изъ этого слфдуетъ что ли- 
ни ВШи ВЕ, исходяц!я изъ 
одной точки В, будутъ перпен- 
дикулярны къ сторонф АС; слЪ- 
довательно, изъ точки В на 
лино АС можно опустить два 
Черт. 15. перпендикуляра. 


Раззясненме. Абсурдный выводъ полученъ изъ неправиль- 
наго чертежа; точка пересфчен1я окружностей, какъ не трудно 
убЪдиться, должна лежать какъ разъ на прямой АС. 


132. 


Изъ точки, взятой на прямой, можно возставить 
къ этой прямой два перпендикуляра. 


Черезъь вершину О прямого угла проведемъ подъ произ- 
вольнымъ угломъ съ ОВ прямую ОМ 
и на ней отложимъ произвольный 
отрЪзокъ ОМ. 


Ращусомъ О9= —_ опишемъ 


окружность. Изъ точки М проведемъ 
прямую, параллельную АО, до пере- 
В съченя съ окружностью въ точкЪ 
Р. Уголь ОРМ, какъ опирающййся 
Черт. 16. на даметръ, прямой. Такъ какъ 40 
параллельна МР, то уголь АОР также прямой. 


СлЪфдовательно, въ точкф О прямой АО возставлены два 
перпендикуляра ОВ и ОР. 

Разъясненле. Ошибка допущена въ чертежЪ: точка Р должна 
непремфнно совпасть съ точкой 8. 


бб: 


133. 


Черезъ точку, взятую внЪ прямой, можно провести 
къ этой прямой двЪ параллельныя. 

Черезъ точку Т про- 

водимъ прямую ТО, па- 
раллельную ММ. Сое- 
динивъ затфмъ Т съ 
какой-нибудь точкой О 
прямой ММ, построимъ 
на ОТ, какъ на д1амет- 
рЪ, окружность. Въ точ- Черт. 17.. 
КЪ 0 возставимъ къ ММ перепендикуляръ и продолжимъ его до 
пересЪчен!я съ окружностью въ точкЪ 9. Уголь Т5О, какъ 
опирающ!йся на маметръ, прямой, а поэтому прямая ЭТ па- 
раллельна ММ. 

СлЪдовательно, черезъ точку Т проведены двЪ прямыя ОТ 
и ЭТ, параллельныя ММ. 

Разьяснеше. Полученный результать основань исключи- 
тельно на неправильности чертежа: точка 5 должна непре- 
МЪнно слиться съ точкой 8’. 


134. 


Въ равныхъ треугольникахъ противъ равныхъ сто- 
ронъ лежатъ неравные углы. 

Для доказательства беремъ произвольную прямую АВ и при 
точкЪ А строимъ произ- 
вольный уголъ ВАС, отло- 
живЪъ на другой сторонЪ 
этого угла отрфзокъ АС. 
При точкЪ В строимъ уголъ 
АВР, большй угла ВАС, 
и, откладывая отрЪзокъ 
ВО, равный АС, соединя- 
емъ точки Си Ш. Раздф- 
ливъ АВ и СП пополамъ 
въ точкахъ Е иЁ, возста- 
вимъ къ нимъ перпенди- 


бе 


куляры ОЕ и ОК, которые пересЪкутся въ точкф О. Соеди- 
няя затьмъ точку О съ вершинами А, В, Си и замтивъ, 
что АС=ВЬ (по построен!ю), АО=ОВ, какъ наклонныя, 
равно-удаленныя отъ основан!я перпендикуляра ОЁ, и 0(=0ор, 
какьъ наклонныя, равно-удаленныя отъ основан!я перпендику- 
ляра ОЁ, находимъ, что въ треугольникахъ АОС и ВОП всЪ 
три стороны одного соотвфтственно равны тремъ сторонамъ 
другого. Но такъ какъ ДЕАО=ИЕВО (изъ равныхъ прямо- 
угольныхъ треугольниковъ АЕО и ВЕО), а /ОВЕ /САЕ, 
то /Р3ВЕ+/ЕВО > /САЕ+И ЕАО. 

СлЪдовательно, / ОВО`> (САЕ, т.е. противъ равныхъ сто- 
ронъ ОС и ОР лежать неравные углы. 

Разьясненде. Точка О пересЪчен!я перпендикуляровъ получена 
неправильно. При правильномъ выполнен чертежа линя ОР 
не пересЪчетъ отрЪзка АВ, а его продолжен!е, и уголъ овр 
будетъ безусловно равенъ углу ОАС. 


135. 


Всякая окружность имЪетъ два центра. 

Возьмемъ произвольный уголь АВС и въ произвольно взя- 
тыхь точкахь О) и Е построимъ прямые углы СОЕ и НЕЕ. 
ДалЪе проведемъ окружность 
черезъ точки О, Е и Ри по- 
ложимъ, что она пересЪчетъ 
стороны даннаго угла въ точ- 
кахъ С и Н. Соединяя точки 
СиН съ точкою Ё и зам$- 
чая, что углы @,Е и НЕЕ 
прямые, заключаемъ, что ли- 
ви СЕ и НС должны быть 
д1аметрами данной окружно- 
сти, потому что на нихъ опи- 

Черг. 19. раются вписанные прямые 
углы. Но, какъ извЪфстно, центръ окружности лежитъ на сре- 
динф даметра, слЪдовательно онъ долженъ лежать и ВЪ точ- 
къ Ои въ точкЪ 0,. Отсюда заключаемъ, что окружность 
имЪетъ два центра. 
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Раззясненяе. Неправиленъ чертежъ: окружность, проходя- 
щая черезъ точки Р, ЕР и Е должна обязательно пройти также 
и черезъ точку В, четвертую вершину четыреугольника, имЪю- 
щаго два прямыхъ противоположныхъ угла. 


136. 


Сумма катетовъ равна гипотенузЪ. 

Изъ точки О, дфлящей пополамъ гипотенузу прямоугольнаго 
тр-ка АВС, проводимъ лини ОМ и ПГ, а изъ точекъ А и 
В лиши АГ и ВМ, соотвфтственно параллельныя ВС и АС. 
Тогда ВС=АБ-+ОМ и АС=мМВ-+ ТФ. 
Сложивъ эти два равенства, найдемъ: 

ВСАС=АБ+Го-+-ОМ-- МВ, 
т.-е. сумма катетовъ равна длинф ломаной 
лини. Выполнивъ то же построенйе для 


прямоугольныхь треугольниковьъ АБО 
ОМВ, убЪдимся, что 


ВС-+- АС= АГ, + Т.О, + О, Ть--1.0- РТ, {- 
ГО В 


Увеличивая аналогичнымъ построенемъ 
число звеньевь ломаной лин!и, мы тЪмъ 
самымъ будемъ все болыне и больше уменьшать длины звень- 
евъ. Когда число звеньевъ будетъ безконечно велико, лома- 
ная лин!я сольется съ гипотенузой. Слфдовательно, равенство 
(1), имющее мЪсто при любомъ числЪ звеньевъ ломаной 
лини, не нарушится, если вмЪфсто суммы звеньевъь ломаной 
лиШи подставимъ длину гипотенузы АВ. Такимъ образомъ, 
вмфсто равенства (1) можно написать, что 

ВС+АС= АВ. 

Разьяснеме. Мы предположили, что ломаная лин!я при 
увеличен!и числа ея звеньевъ стремится слиться съ гипоте- 
нузой и совсфмъ упустили изъ виду, что длина ломаной лини 
есть величина постоянная, равная всегда сумм катетовъ. 
Все разсужден!е ведется такъ, какъ будто бы гипотенуза 
является предфломъ ломаной линйи, но само опредфлен!е пре- 
дла предполагаеть наличность перемфнной величины, како- 
вой здЪфсь не им$ется. 


Черт. 20. 


А. Ляминъ. Математическ!е досуги. 7 
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137. 


Окружность круга равна его паметру. 

Окружность круга рашуса В равна 2*В. Если раздЪлимь 
цаметръ на 4 равныя части и опишемъ окружности ращуса т, 
то длина каждой окружности будетъ 2. Пи, а сумма 
длинъ двухъ полученныхъ меньшихъ окружностей будетъ 

равна 2«В, т.-е. длинЪ 

первоначальной окружно- 

сти. Легко убЪдиться, что, 

при дЬлен!и д!аметра дан- 

ной окружности на 8, 16, 

32... частей, мы можемъ на 

д1аметрЪ построить 4, 8, 

16... окружностей, сумма 

длинъ которыхъ будетъ ра- 

вна длинЪ данной окруж- 

ности ращуса В. Съ дру- 

Черт. 21. гой стороны, при безко- 

нечномъ увеличен!и числа 

окружностей, ихъ рад!усы станутъ беэконечно малыми, а сами 

окружности обратятся въ точки, расположенныя по даметру 
данной окружности. 

Такимъ образомъ д1аметръ первоначальной окружности бу- 
деть служить предфломъ суммы этихъ малыхъ окружностей. 
Отсюда можно заключить, что окружность даннаго круга равна 
его- д1аметру т. е. что 2=В=28, откуда п=1. 

Разъяснене. Этотъ софизмъ, какъ и предыдущй, основанъ 
на неумфстномь примфнен!и теор1и предфловъ. Сумма длинъ 
малыхъ окружностей есть величина постоянная, равная всегда 
длинЪ данной окружности. Разность между этой суммой и дма- 
метромъ не можеть быть сдфлана сколь угодно малой, а 
имфетъ всегда опредЪленное и конечное значеше. 


138. 


Площадь квадрата больше квадрата его стороны. 
Сторона квадрата ММРФ содержитъ 8 какихъ-нибудь ли- 
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нейныхъ единицъ. Разржемъ этоть квадратъ на четыре части, 
какъ указано на лфвомъ чертежфЪ. 


ы 5 Сс › Е 
5 
[1 
А 
з 
Р 5 5 © 
Черт. 22. 


Изъ этихъ частей можно составить треугольникъ ВБР 
(правый чертежъ), равновелик!Й квадрату. СлЪдовательно 


площ. ММРО—=площ. ву. 2+. 19) 65 кв. ед., тогда 


какъ на самомъ дЪЛЪ она равна 64 кв. ед. 
Разъяснене. Лиши ВВ'З и УТ’В суть ломаныя, а не пря- 
мыя, какъ мы почему-то предположили. Въ самомъ дЪлЪ, 
если бы эти лини были прямыми, то изъ подобя тре- 
Угольниковъ ВУБ и В’Т’5 слфдовало бы, что 
В 5Т 10__ 13. 


В’ = ЭТ’ или 6 8 


Тригонометрлия. 
139. 


Въ какои четверти сумма синуса и косинуса одного 
и того же угла больше единицы? 

Рюшенле. Такъ какъ лини синуса и косинуса въ любой 
четверти являются катетами прямоуголь- 
наго треугольника, гипотенузой котораго 
служитъ ращусъ, то сумма лин синуса 

А и косинуса по абсолютной величинЪ боль- 
ше рад1уса, т.-е. | АВ| + |ОВ|`> ОА или 
|АВ| |ОВ| Е 
А . Если же брать синусъ 
о В и косинусъ съ соотвфтствующими зна- 
Черт. 24. ками, то сумма ихьъ будеть больше 
единицы только въ томъ случаЪф, когда. 
уголъ взять въ первой четверти. 


140. 


Что больше: эт 2“ или 2 51 а? 

Рьшеше. Выражене зт2а—=23т асоза. Такъ какъ со5® 
всегда правильная дробь, то 25то, будучи умножено на созя, 
уменьшится. 

СлЪдовательно, 2зта`> зт2а. 


141. 


Привести къ логариемическому виду безъ введен!я 
вспомогательнаго угла выражене 


с0$ ап фзше 
с0$ В соз с. ` 


С05 Х—= 
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Рюшешне. Прибавляя къ обЪфимъ частямъ по единицЪ, по- 


лучаемъ: 
с0$ 6 с0$ с--с05 ат Ьзшс 


= с0$ 6 с05 с 
2 со — 603 а-- (соз В соз с— пб эт с) _соз а--соз(Ъ-с) _ 
2— с0$Ь 03 с 6036 сое — 
2 соз =. соз Е 
ыы с0$6 с05 С ра 
а о--с а—ф—с 
р: ре Е Вы 
2— со$ В с0$ с | 
142. 


Какова должна быть зависимость между углами 

#, уи2г, чтобы существовало равенство: 
12 25—48 2у— 22—48 25 се 2у це 22 

Рьшешне. Данное равенство можно представить въ такомъ 
ВИДЪ: 
49 25 — 14 2205 2ус& 22 — с 2у — с14 22—14 25(1 — са 2усв 22) — 

— (св 2у-- св 22)=0, или 
4 22(8 2ущ 2г—1)—(в 2у-щ 22)=0. 

Для обЪ части послЪдняго равенства на 1—1 2у\а 2, 
получимъ: 
—4 22— и =0 или 125 | щ(2у +|- 22) =0, откуда 
3 25=8(—2у—22). СлЬдовательно, 25+2у+22=180°Ё или 
Фу г=90%, гДЪ ® есть произвольное цфлое число. 


143. 


Опред$лить истинное значен!е выражен]я 
2(8 5115 —14 зт?х--7) з112 2х 
(а х-- 1) 


: . 0 
Рьшеше. Данное выражене при х=0 обращается въ г 


и 1=0. 
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Представимъ его въ такомъ видЪ: 


м & зт 5\2 | В р НЕ 
2(8 зп 45—14 зт2х--7).4. = 7: -) с0$ 25 ии 
Замфчая, что Шт (8 зт 4х — 14 зт 2х -- 7)=7, Шт ие — =] 
х=0 . х=0 
Нт с0$ Х=1, не =1, находимъ, что истинное значене 
#=0 х=0 
1 


даннаго выражен!я равно 2.7.4.12.1. 2 =56. 


> 


144. 


ОпредЪлить величину выражен!я: 
Эш [агсзт х-рагссоз $] 

Рьюшеняе. Пользуясь формулой для синуса суммы двухъ. 
дугъ, имфемъ: эт [агсут х--агссоз 2] = (агсзт 5) соз (агссоз 1) -- 
-со$ (агсзт х) эт (агссоз 2); но эт (агсзт 5)==х и соз(агссо$ 5) ==х.. 
Обозначимъ агсзшх==у, тогда зту=х, с0$ у=У1— зп у= 
=У1—. Но со; у=соз (агсзш 2); слЪдовательно, соз(агсзт 5) = 
=) 1—2?. Такимъ же образомъ найдемъ, что эт (агссоз 2) = 
=У 11—22. СлЪдовательно, данное выражене эт [агсят 2-| 
Чагссоз 2] ==. 2 У 1—2 У 1-21. 


145. 
РЬшить уравнен!е: 


фе(све х)= сее(+е г). 
Рюшене. Такъ какъ с& (8 1) = Е —ч г), то 4 (ах) = 


п 
= (5. —&5 =). Но если тангенсы равны, то углы могутъ. 


2- 


отличаться только на Ёк, гдЪ к— цфлое число. СлЪдовательно, 
т 1 к 
св х= ЕЙ ах" или о — 4195-Е" или 
21492—(21+1)к {4 22=0, откуда 
(2%-- 1)" (2%--1)=—16 
4 
(2%-1)=- У (224 1)]2-2—16 


плато И ие. 


+4 = ; слЬдовательно 
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146. 
РЬшить уравнене: 
я 25--со$ 25-Е зш х--с0$ + 1=0. 

Рюшене. зт 25-2 (1 -- соз 25) + (зт х-Есоз 5) = 2 зтхсозх-- 
-{ 2 соз?х-- (зт х - соз5) == 2 соз х (зт 5 -- со 2) (эт 2 - с0$ 5) = 
== (зт 2--с0$ 2)(2 созх--1)=0 
откуда т х--соз х=0 или 2созх--1=0. 

Изъ перваго уравнен!я имфемъ: 


. т т | 
с05 2=—5т х==$т (—2) = сз =) откуда х=2Кк+ (5 е =} 


ях, =24к -- 5 -+х, (невозможно); добрее — хо, откуда 


2 
д, — Е Ёх. Изь второго уравнен!я 2со5х -- 1 = 0 получаемъ: 
с0$ 2 = — >: откуда 


2=== (2-1 ут+- 


147. 
РЬшить уравнене: 
8 $11253 эт 25-1 0 
7—8 созд--2 зт 2241 
Рьшеше. Въ дробномъ членф уравненя замфняемъ 1 че- 
резъ зт2--соз25, а зт2х черезъ 23шхсозх. Тогда 
Ззт 2-Е З эт 25-1 9 эт 25 -- 6 5п х соз 5 + соз5 _ 
— 8 сои З эт 221 о 3% совр -- бзтх созх Е зп 2% — 
=19я— Я О. Для числителя и знаменателя 
дроби на созх, получаемъ: 
Зэтх ыы 2 


4х 


+ах ны = =— х 395—1 . 
: Эт. : 3-9 | 
\ с05 х 


Эчх--6 142-493 —9 щ2х—6щх—1=0; щ32—31925--3 4 2—1=0 
или (195—1)3-=0, откуда вх=1, а а= Ак, гДЪ К есть про- 


извольное цЪлое число. 
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148. 
РЬшить уравнен!е: 


; : 3. 
51145--с0547—2 зт 25--1 $12 21=0. 


Рюшене. Прибавимъ и вычтемъ выражен е 2511? х соз? 5; 
тогда уравнене приметъ видъ: 


: : 3. 
$114 2--с05 5-2 5112 5 с052 д — 2 1? х с052 х — 2 зт 2х-- рт $11? 24= 


га 12 
== (3112 2 -- с052 5)? — ры Т25т 22+ 312 25 = 1 — и: — 


— 2 зт 2+1 $112 2%=0. 


Освободившись отъ дробей и сдЪлавъ приведене подобныхъ 
членовъ, получимъ: т? 25—8 эт 22--4=0, откуда эт 22=4+7 12 
или эт 22=4--У12 и зт25=4— 7 12. Первый, болышй, корень 
не даетъ дЪйствительнаго значенмя для х, такъ какъ 4+ У12> 1. 
Менышй корень, посл вычисленя съ помощью логариеми- 
ческихъь таблицъ, даетъ 2х = 34°22'47"”, откуда х==Ёк + 
+ (—1)17211723,5”, гдъь к— произвольное цфлое число. 


149. 
РЬшить уравнен!е; 
51(2-За)=3 т(а—%). 
Рющшеняе. Представимъ уравнене послфдовательно въ видЪ: 
зп 5 с0$ За-- со$ х зт За=3 $т а с0$ 2—3 с0$ а $т т, 
511 1 с0$ За-- 3 с0$ а зт х==3 эт а со$ 2—с0$ д зп За, 
эп 5 (с0$ За-- 3 со5 а) ==с0$ 5 (3 $1 а—1тЗа) 
ыы (соз За-Ё3 со$ а) =3 эт а— т За, 
с0$ 5 
+92 (с0з За--3 соз а) =3 зта— шт За, откуда 
ыы т а— эт За, 
со5 За 3 со$ а 
Принимая во вниман!е, что зт За=3 зт а—4зт3а, а соз За= 
—4 с0$3а—3соз а, получимъ: 
+44 =ю3а, откуда х=т-ЁЁк, 
ГДЪ т есть наименьшй уголъ, удовлетворяюц!й равенству 
{9 т=3а. 
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150. 


Кубъ пересфченъ плоскостью такъ, что въ сЪче- 
н!и получился правильный шестиугольникъ. Опре- 
дЪълить двугранный уголъ, об- Е . 
разуемый плоскостью съ осно- м АР 
ванемъ куба. ДТ 

Рьшене. Кубъ долженъ быть раз- 
сфченъ плоскостью такъ, какъ ука- 
зано на чертежЪ. По услов1ю задачи м 
надо опредфлить уголь КСВ. Обоз- 
начимъ его черезъ ф и положимъ, что 
ребро куба будеть а. Тогда изъ 
треугольника МЕР получимъ: Черт. 25. 


к Ыя Га\?*  [а\? 292 а /- 
и 2 2 — ий --1-] — — = 
МР-=И МЕ ЕР, или мР-У ((] ы (5) д=оИ2.... (0 
такъ какъ ребра куба въточкахъ М, М№,Р ит. д. раздълены попо- 


ламъ. ОР, какъ радусъ окружности, описанной около правиль- 
наго шестиугольника, равенъ сторонЪ этого шестиугольника, т.-е. 


а = 


Откуда, изъ треугольника ОКР, имкемъ: 


ирак: 224 1/6? а, 
ОК=|у ОР— КР2—= И - тЕ=аЙ у 
Далфе, изъ треугольника КГ, имЪемъ: 
КТ=КТ, эт ф$=20К 51 ©. 
Принимая во вниман!е значен!е ОК, а также и то, что КТ==а, 


находимъ: 


| КТ _ а 2 2/6 Уб ‚ И6 

зт Фи === ‚а Фф —= агс яп —. 

КЕ ву УЕ 63 3 
151. 


Найти наибольшую и наименьшую величину вы- 
раженя 
4 с0$ ХВ зп х. 
Ришеше. Если а и 6 равны нулю, то данное выражене 
остается равнымъ нулю при всякомъ значен!и т. Пусть одно 
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изъ количествь а и В отлично отъ нуля. Въ такомъ случаЪ 
можно опредълить уголъ а, удовлетворяющий равенствамъ: 


аа А бы а В 
с05& ужтя ) (1) 
. ь 
уж Е (2) 


Откуда а=|И а? Е соза, 5 =|У а? ?] та; слЪдовательно, 
данное выражен!е 

асо$ НВ зт в=|И а] с05 @ с05 Иа эт а зт 2= 
= | Иа?--Ь? (соз а соз 2+ эта зт 2) = Иа соз (х—а). Такъ 
какъ наибольшее значен!е выражен! я со$ (2—4) есть--1, а на- 
именьшее его значен!е есть-—!, то наибольшая величина дан- 
наго выражен!я есть Иа? | ‚ а наименьшая его величина 
есть И а? ?]. Очевидно, что наибольшей величины выра- 
жен!е достигаеть при х=а-+-2", такъ какъ соз(5—а)=1 
и х<©=2Кт, а наименьшей величины оно достигаетъ при 
т=а--(2к--1)т, такъ какъ соз(х—)=—1 и х—@=(2К-- 1, 
гдЪ я опредфляется изъ равенствъ (1) и (2), а Ё есть произ- 
вольное цфлое число. 


152. 


Какой изъ четыреугольниковъ, составленныхъ изъ 
однЪхъ и тъхъ же сторонъ а, 6, си 4, имЪетъ наи- 
большую площадь? 

Рюшеняе. Обозначим, противоположные углы четыреуголь- 

ника (см. черт.) черезъ «и В. 

Площадь четыреугольника АВС 

—=ЛА АВО+А ОВС= 8. 


Но л АВр— 8 т а 


[С : 
ас зт В ь 
Черт. 26. Р-Я слъдовательно, 
29=аазта-- Фе зт В. Возводя об части послфдняго равен- 


ства въ квадратъ, получаемъ: 


‚а АБВС= 


*) Знакъ | | означаетъ, что надо брать только ариеметическое значен!е. 
корня. 
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452 = а24? за -|- абса эт а эт В-- 62? зп? == 
— 224? — 424? соз?а - 2афс4 зт т, зт В-- 2с— $2? с0523 = 
=424?--2с? -- 2афса эт а эт В— (а?4? с05?а -|- 62620523). . (1) 
Изъ треугольниковь АВЛ и ОВС сльдуетъ, что 
РВ? —=а?--4?—2а4 соз «— 92-1 с?— 2Ъе соз 8, откуда 
2а4 соз а—26с соз В=а?-- 4? —?—6? или а4 соза— Фе соз В= 
—_ а —92— с? 
ее. 
или, по возведен!и въ квадратъ, 


. (2) 


Изъ равенства (2) опредълимъ а?4? соз? «925? со5?3 и под- 
ставимъ въ равенство (1); тогда 
а?-|- 42— 52— с? 2 
453 — 0242-5202 2афса зта ©) — 2афс4соза соз В 


2 
а? 4—2 с? 
или дала [ие — 2афса соз («-- В). 
Первые три члена полученнаго равенства одинаковы для 
всЪхъ четыреугольниковъ, составленныхъ изъ однфхъ и тЪхь 
же сторонъ. Не трудно поэтому сообразить, что 452, а, слЪдо- 
вательно, и 5, получить наибольшую величину, когда соз («-- В) 
получить наименьше значенйе, т.-е. когда соз(а-- 8) =-— 1. 
Въ этомъ случаъ «+8=180°, а около такого четыреугольника, 
какъ извЪстно изъ геометр!и, можно описать окружность. 


153. 


Опред$лить плоск!й уголъ при вершинЪ правиль- 
ной шестиугольной пирамиды, если извЪстно, что 
центры описаннаго около пирами- 
ды и вписаннаго въ нее шаровъ 
совпадаютъ. 

Рьшеше. Обозначимъ плоск!й уголъ 
при вершин пирамиды черезъ х, апо- 
еему пирамиды черезъ КЁ, сторону осно- 
ван!я черезъ 2т, рад!усъ описаннаго 
шара черезъ К, а рад1усъ вписаннаго 
шара черезъ т. 


а? 42—62 — с?\2 
а? 4? соз?а—2афс4 соз а соз В-- Ь2е? созй= ( —^ 5 
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Изъ прямоугольнаго треугольника АЗГ, имЪемъ: 
9 2_ АГ т (1) 
==... 
Аповема основаня [5,=И 8, В2— ГВ*=У 4т?—тй=ту 3. 
Изъ треугольниковъ 858,Г и 05,В имЪемъ; 


(Е-- г) = В2—Зтй. ....... (2) 
В 2—4... ....... (3) 
ДЪля равенство (2) на равенство (3), получаемъ: 
В-т _ _В*—Зт? `(4) 
Г М ы 


Равенство (4) представимъ въ такомъ видЪ: 
Е-+г № 3т Е 12 


о К, 
В— Дт ПВ ты 4 (5) 
С т 


Такъь какъ ОГ дЪлитъ / 6Г5, пополамъ, то 
К : 
т — тУЗ^ . . - С ЗК ОК ЗИК ЗК ( ) 


В 
Подставивъ въ равенство (5) вмЪсто = соотвЪтствую- 


я имъ значен1я изъ равенствъ (6) и (1), получимъ: 


1--ИЗ и 13415 


= Ни $ 
1—УЗм° 4452. 
Узи - й. 
Сокративъ обЪф части получеянаго равенства на выражен!е 


р т > 
(1-+Из и>) и освободившись отъ знаменателей, получимъ: 


(1-—Уз 9— - в или 1—ИУЗН => +202 >, откуда 
1 се 

$ —=—— : 

и>)= Е, (92 Е 


Второй отвЪтъ не годится, такъ какъ уголъ т, а, слЪдова- 


х В 
тельно, и 2, долженъ быть острымъ. Окончательно, плосюй 


уголь х=32° 23' 52”. 
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154. 


На плоскости уложены р одинаковыхъ соприка- 
сающихся конусовъ, вершины которыхъ сходятся 
въ одной точкЪ. Найти оуголъ осевого сЪчен1я 
каждаго изъ этихъ конусовъ. 

Рьшете. Утолъ между высотами двухъ соприкасающихся 
конусовъ равенъ искомому углу осевого сЪчен!я. Пусть О в 
0,— центры двухъ соприкаса- Го) 
ющихся конусовъ, а 05 и 
0,5—ихъ высоты. Слфдо- 
вательно, искомый уголъ 
х= 0501. Изъ центровъ0 к 


О; опускаемъ перпендикуля- р 

ры на плоскость и точки ихъ ‹ о К 
пересЪчення съ плоскостью 
соединяемъ съ вершиной 5. 


Треугольникь КТ служить проекщшей треугольника 050, . 
Основан!е треугольника ОбО;, или лин!я центровъ основанйй 


*) 


Черт. 28. 


ох 
двухъ соприкасающихся конусовъ, 00,=208. эт 5. 


КТГ, 
ДалЪе, такъ какъ уголъ оо. то к = 
п ‚ 180 
п — 
00,... 180° _ „м. 180° 
==>: 91 —. = (08.15): эт чье: . (1) 


Съ другой стороны, принимая во вниман!е, что уголъ 


К80=5 (уголъ, образованный высотой конуса 50 и его обра- 
зующей 5К), можемъ написать: ЗК =0Ю . со$ 5. ПЕ ©. 


05. 51-5 ; 
—180: —=05. 00$ 5 
эп 


Изъ равенствъ (1) и (2) получаемъ: 


х . 180° 
или 9 2-8. о, 


х . 180° , —. 
Отсюда 5 =агс [и (о -®) ‚а 1=2 агс И мп 


Физика. 


155. 


ИмЪются два одинаковаго вида бруска, изъ ко- 
торыхъ одинъ представляетъ собой магнитъ, а дру- 
гой—желЪзо. Какимъ образомъ, не прибфгая ни 
къ какимъ приборамъ, опредЪфлить, какой изъ брус- 
ковъ магнитъ и какой желЪзный? 

Отвъте. Надо каждый изъ брусковъ поднести къ нейтраль- 
ной лин!и другого. 


156. 


Какой возъ легче опрокинуть—съ соломой или 
съ кирпичемъ, при равномъ вЪсЪ возовъ и одинако- 
вомъ устройствЪ телЪгъ? 

Отвъть. Легче опрокинуть возъ съ соломой, потому что 
центръ тяжести будетъ находиться выше, чфмъ центръ тяжести 
воза съ кирпичемъ. 


157. 


Въ сосудъ, наполненный доверху водой, опущено 
тЪло вЪса Р; при этомъ изъ сосуда выливается т 
граммовъ воды. На сколько измфнится давлене 
жидкости на дно сосуда? 


Отвтъьть. Давлен!е на дно не измфнится, такъ какъ уровень 
жидкости будеть на той же высотЪ, а давлен!е жидкости не 
зависитъ отъ формы сосуда, а лишь отъ величины площади 
основан!я сосуда и высоты жидкости. 


158. 


Можно ли всасывающимъ насосомъ поднять ки- 
пящую воду? 

Отвтьть. Нельзя, потому что при поднят!и поршня умень- 
шится давлен!е на воду, температура кипфн!я понизится, и 


Ех 


увеличенное пространство наполнится парами, слЪдовательно, 
уровень коды не повысится. 


159. 


Можно ли намагнитить сталь токами отъ катушки 
Румкорфа? 

Отвъть. Нельзя, потому что токъ спирали перемфнный, а, 
слфдовательно, сталь, будучи въ первый моментъ намагничена, 
въ слфдующИЙ размагнитится и т. д. *) 


160. 


Можно ли сифономъ переливать жидкость въ пу- 
стотЪ? 

Ответьте. Нельзя, потому что жидкость въ трубкЪ, не бу- 
дучи поддерживаема давленемъ воздуха, тотчасъ же распа- 
цется на двЪ части. | 


161. 


Представимъ себЪ, что мы постепенно удаляемся 
отъ поверхности земли въ пространство и летимъ 
со скоростью, меньшею скорости свЪта; смотря все 
время по направленю къ землЪ, мы будемъ видЪть 
ТЪ событ!я, которыя произошли на землЪ послЪ на- 
чала нашего полета. Если мы будемъ летЪть со ско- 
ростью свЪта, то будемъ видЪфть только одно какое- 
либо событе, происшедшее въ моментъ, когда мы 
начали удаляться отъ земли. Если же мы будемъ ле- 
тфть со скоростью, большею скорости свфта, то 
должны увидЪть послЪдовательно всЪ событя въ 
обратномъ порядкЪ, т.-е. такъ, какъ если бы мы смо- 
трЪли на кинематографическую ленту, пропущен- 
ную въ аппаратъ съ конца; вслЪдств!е этого явилась 
бы возможность видЪть и сотворене человЪка. ВЪрны 
ли эти разсужден!я? 

Отвъть. НЪтъ. Прежде, чфмъ мы станемъ двигаться со ско- 
ростью свЪта, мы уже ничего не увидимъ. Прекращен!е дЪй- 
ствя лучей на глазъ будетъ зависфть какъ отъ относительной 


*) Замтимъ, что струхтура этого вопроса достаточно сложна и отвфть на 
него требуеть боле глубокихъ разсужденйй. 
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скорости движен!я свфта по сравнен!ю съ нащимъ движенемъ, 
такъ и отъ того, что нашъ глазъ воспринимаетъ колебаня 
только до извфстнаго максимума длины волны. Чтобы отвЪ- 
тить на вопросъ детально, слфдуетъ выяснить предфлъ длины 
ультраф1олетовыхъ волнъ, отражаемыхъ земными предметами, 
и по этому пред$лу, съ помощью принципа Допплера, опре- 
дфлить ту предфльную скорость, двигаясь съ которой, мы уже 
ничего не увидимъ. 


162. 


ОпредЪфлить температуру, при которой термометры 
Реомюра и Фаренгейта показываютъ одно и то же 
число градусовъ. 

Рюшене. Пусть искомое число градусовъ на термометрахъ 
Реомюра и Фаренгейта будетъ 1°. Если по Реомюру #°, то по 
Фаренгейту будетъ: С х—-32)°. Изъ услов1я задачи слЪдуетъ, что 

9 

Рьшая послфднее ур-!е имфемъ: х = — 25,6°. 


163. 


Въ оптическомъ магазинЪ выставлено 20 термоме- 
тровъ, изъ которыхъ 10 термометровъ Реомюра, 
а остальные Цельмя и Фаренгейта. Опред$лить 
температуру въ магазинЪ по Реомюру, если извЪстно, 
что сумма градусовъ, показываемыхъ всЪми термо- 
метрами, равна 453%, а температура въ магазинЪ по 
Реомюру вдвое больше числа термометровъ Цельхя. 

Раьшене. Пусть термометрь Реомюра, висЪвшШ!й въ мага- 
зинЪф, показывалъ х градусовъ. При тЪхъ же усломяхъ, тер- 
мометръ Цельмя долженъ показывать Е. градусовъ, а термо- 
метръ Фаренгейта 32-3. Пусть число градусовъ Цельйя 
было у; тогда, по услов!ю задачи, температура въ магазинЪ 
была вдвое больше числа термометровъ Целься, т.-е. 

ДЕ ое ое) 
Съ другой стороны, термометровь Реомюра было 10 и ка- 
ждый показывалъ 41°, слЪдовательно, всЪ термометры Реомюра 
показывали 10°. Если число градусовъ Цель! я было у, и ка- 
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ждый показывалъ? д°, то всЪ термометры Целься показывали 
22”. Такъ какъ всего термометровъ Целься и Фаренгейта 
было 20—10=10, а термометровъ Целься у, то термометровъ 
Фаренгейта было 10—99; если каждый изъ послЪднихь пока- 
зывалъ (32-52 2)°, то всЪ термометры Фаренгейта покажуть 
(32--:2)(10—у9) градусовъ. 
По услов!ю задачи имфемъ: 
105-85 ту (322 2)(10—9)=453 .... (2) 

Упростивъ это ур-е и принимая во вниман!е ур-е (1), най- 
демъ, что у=7 и я=2у=14. 


164. 


По свидфтельству Витрув!я, корона сиракузскаго 
царя Г1ерона, состоявшая изъ сплава золота и се- 
ребра, вЪсила 10 килограммовъ. Вфсъ короны въ 
водЪ былъ равенъ 93,55% вЪса ея въ воздухЪ. Зная, 
что удфльный вЪсъ золота равенъ 19,25 и удЪльный 
вЪсъ серебра равенъ 10,5, опредфлить количество 
каждаго изъ металловъ, входившихъ въ составъ 
короны. 

Рюшене. Пусть вЪсъ находившагося въ коронЪ золота бу- 
детъ х, тогда вЪсъ серебра (10—2). По закону Архимеда, вся- 
кое тБло, погруженное въ жидкость, теряетъь въ своемъ вЪсЪ 
столько, сколько вфситъ вытфсненная имъ Жидкость; кромЪ 
ТОГО, ИЗъЪ условвя задачи видимъ, что вода легче золота въ 
19,25 раза, а серебро въ 10,5 раза. Отсюда заключаемъ, что 

х 0—х 
19,25 то МР 
рона же въ воздухЪ вЪситъ 10 кгр., а въ водЪ 93,559/, своего 
93,55 
100. 


—=9,355 кгр., 


золото въ водЪ теряетъ кгр., а серебро 


вЪса; поэтому если, каждый килограммъ вЪсилъ въ водЪ 


10.93,55 
100 
поэтому корона потеряеть въ вЪсЪ 10—9,355=0,645 кгр. По 
услов1ю задачи: 


своего вЪса, то 10 кгр. будуть вЪсить 


т 10—х 
19.25 + 10,5 — 0,645, 
СлЪдовательно 2—7,1005 кгр. 


А. Ляминъ. Математичесые досуги. 8 
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165. 


На плоское зеркало падаетъ лучъ свЪта, образуя 
съ отраженнымъ лучемъ уголъ В. Зеркало повер- 
нуто на Уголъ «а такъ, что отраженный лучъ съ па- 
дающимъ остались въ прежней плоскости. Опредф- 
лить уголь между новымъ положенйемъ лучей. 

Ришеме. Какъ видно изъ услов!Й задачи, лучъ падающий, 


В 


съ перпендикуляромъ въ точкЪ паден1я, образуетъ уголъ --; 


если зеркало будетъ повернуто на уголъ а, то падаюцй лучъ 
съ перпендикуляромъ въ точк$ паденйя будетъ составлять 


В 


уголъ (5+) (въ этомъ можно убЪдиться, построивъ чертежъ). 


Поэтому, уголъ между лучами будетъ: 


(еее), 


2 
166. 


Торговецъ долженъ былъ отвЪсить двумъ покупа- 
телямъ по одинаковому числу фунтовъ товару, но 
его вЪсы были невЪрны—одно плечо коромысла было 
короче другого. Для перваго покупателя онъ поло- 
жилъ грузъ на короткое плечо, а товаръ—на длин- 
ное, а пругому наоборотъ. Выигралъ или потерялъ` 
торговецъ при такомъ взвЪфшиван]и товара? 

Риюшене. Обозначимъ черезъ ки В длины плечъ коромысла. 
Пусть покупатели требовали вЪсъ р. Первый изъ нихъ полу- 
чилъ въсъ 4., а второй 4». 

ИзвЪстно, что для равновЪся рычага необходимо и доста-. 
точно, чтобы дЪйствующ!е на его плечи моменты были равны 
и противоположны. 

Когда торговецъ’ взвЪшивалъ товаръ 1-му покупателю, то’ 
на одно плечо дЪйствовала сила ф, а на другое 4:. 

Моментъ силы р равенъ ра. Его уравновфшиваетъь моментъ 
силы 4, равный 4:6 и вращающй рычагъ въ противополож- 
ную сторону. 
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Такимъ образомъ р а=9. 
а 
Откуда Ч =Р ро (а) 


Пользуясь равенствомъ моментовъ и при второмъ взвЪши- 
ван!и получимъ: 


РЬ=42 . а. 
Откуда р. в ана. в 0) 


Всего торговецъ продалъ 


а Ь 
9: +42=Р ЕР, или 


а Ь 
а+нь-ь (1+1) ....... 8 
Независимо отъ величинъ а и В, мы всегда имЪемъ: 
(а—5)? > 0, 


т.-е. что (а—5)? есть величина положительная. Отсюда 
92—25 --5* > 0 
2-5? `> 2а5 


(&+ и 2. 
ЗамЁняя въ равенствЪ (с) выражение т числомъ 2, по- 
лучимъ неравенство 
р ($+*)>2 


откуда заключаемъ, что 


91-9 > 2р, 


т.-е. торговецъ потерялъ. 


167. 


На чертежЪ 29 изображена петля БРАВСТ сь 
правильной окружностью АВС посрединЪ. Въ точкЪ 
5, отстоящей отъ земли на высот Н, помфщено 
ТЪло съ массою т, могущее скользить внизъ безъ 
тренйя. 


5* 
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Съ какой высоты тфло должно начать свое движе- 
не, чтобы совершить полностью свой путь бРАВСТ. 


0 


Черт. 29. 

Руьшене. Чтобы отвЪтить на этоть вопросъ, замЪфтимъ, что 
скорость тЪла зависить только отъ той высоты, на которую 
оно при паден!и опустилось но не зависитъ отъ величины угла 
наклонной плоскости *), по которой оно скрыгается. 


Когда тфло пройдетъ путь 5), то на прюбрЪтенную имъ 
скорость окажеть вл!ян!е только та высота Н, на которую 
оно опустилось и вовсе не окажеть втяня длина пути 5, 
а также и различная «крутизна» его въ точкахь ВБ и 0; 
скорость тфла въ точкЪ О будетъ равна 

= 29Н, 
ГДЪ 9 ускорене силы тяжести. 
Подъ влянемъ пр1обртенной при паден!и энерйи (кото- 


т0? 
рая равна =5-} тЪло начнетъь подниматься вверхъ по пути АВ 


и можеть подняться какъ разъ на такую же высоту, съ какой 
опустилось. Въ этомъ заключается законъ сохранен я энерги. 
Опускаясь съ высоты Н тфло уменьшаетъ свою потенщальную 
энергю (энергю положен!я), но увеличиваетъь кинетическую 
(энер!ю движен!я), и какъ разъ на величину, равную по- 


терянной потенщальной. Такимъ образомъ, когда тфло прихо- 
2 


| | тих 
дить изъ 9 въ О, его кинетическая энерМя равна › а по- 
тенцальная уменьшается на т9Н, а потому 
то? 
—2-=т9Н ина ла а) 


*) См. по этому поводу въ курсахъ физики (отдьлъ механики). 
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Когда же тло начнетъ подниматься, то потеншальная 
энергя его будетъ увеличиваться, а кинетическая уменьшаться; 
когда тфло придеть въ В, т.-е. поднимется на высоту д1аметра, 

в : пи’. 2 
равнаго 2В, то потеря кинетической энерг!и будетъ = а уве- 


личен!е потенцйальной т9(28), поэтому 


т 
=. 28. (о... (6) 
о той 
Если въ Л энерМя движен!я —5’ а по пути въ В (че- 
0.2 : : 
резъ 4) потеряется 5 то въ В энерйя движен!я будетъ 


равна 
то? то? т? 
2 2—2 

Вычитая (5) изъ (а), найдемъ 


тер аа А (6) 


Соединяя это равенство съ (с), получаемъ 
т? 


> =т9Н—ту .2В=т9(Н—28В) .(.. . (а) 


Итакъ, тфло въ точкЪ В имЪеть какъ разъ энерг!ю движе- 
ня, равную потерЪ потеншальной [т9(Н—2В)=т9 .5В]. 

Пользуясь равенствомъ (4) мы можемъ найти скорость % 
тфла въ точкЪ В. 

Когда же тфло можеть совершить весь путь ЗОАВСТ? 
Ясно, что только тогда, когда, пробЪгая черезъ точку В, тЪло 
будеть прижиматься къ траэктор!и какою-либо силою; въ про- 
тивномъ случаЪ оно упадаетъ внизъ. А такая сила, дЪйстви- 
тельно, найдется. Это будетъ центробЪжная сила. Она зави- 
ситъ оть скорости движен!я по окружности. Если скорость 
движен!я по окружности будетъ 9, а радусъ окружности В, 
то центробЪжная сила Е будетъ 

то? 
я 

Въ точкЪ В, ГДЪ скорость движен!я будетъ наименыная 
(т. к. всЪ остальныя точки окружности ниже точки В) на наше 
тфло дЬйствуютъ двЪ силы-—вЪсъ тфла Р, направленный внизъ 


— 118 — 


и центробЪжная сила Р, направленная вверхъ, т. к. она стре- 
мится удалить тТЪло отъ центра. Чтобы тТЪло оставалось на 
траэктор!и, необходимо, чтобы Е было больше Р, т.-е чтобы 
т? 
-р` >99 о аа а р ан (@) 
Пользуясь уравнен1емъ (4) найдемъ: 
т? __2.т9(НЫ— 28) 
и В 
Подставляя это въ неравенство (е), получаемъ 
2т9(Н—2В 
2 и, откуда 
2(Н—28В)> В 
2Н—4В>ВЕВ 
2Н>5ЕВ и, наконецъ 


Нов. 


Поэтому, для того, чтобы тЪло описало при своемъ движен!и 
полную петлю, оно должно начать свое движен!е съ высоты, 
5 
большей =: В. 


Какое положен!е приметъь матер!альная палочка, 
если ее помЪстить внутри однородной сферы, пустой 
внутри, притягивающей по закону Ньютона. 

Руьшене. Пусть дана матер!альная сфера АВ (черт. 30). 
Помфстимъ внутри ея безконечно-малое тЪло С съ массою 
т‚. Разобъемъ сферу на безко- 
нечно большое число сфери- 
ческихъ концентрическихъ по- 


Е 


Черт. 30 
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верхностей и будемъ разсматривать притяжен!е каждой изъ 
этихъ поверхностей. 

На чертежЪ 31 представлена одна изъ такихъ сферъ, 
Построимъ конусъ съ вершиною въ точкЪ С, настолько узвй, 
чтобы уголъ В между образующими (при осевомъ сЪчен!и ко- 
нуса) былъ почти равенъ нулю, т.-е. чтобы лими АД и ВЕ 
почти совпадали. Тогда углы ОАЛ и ОЕВ будуть такъ мало 
отличаться одинъ отъ другого, что ихъ можно считать рав- 
ными. 

Разсматриваемая коническая поверхность вырЪфжетъ на 
сферЪ безконечно-малыя площадки АВ и ЕЮ, величины кото- 
рыхъ обозначимъ черезъ о; и ч›. Вслфдствйе того, что эти пло- 
щадки безконечно-малы, ихъ можно считать плоскими. Изъ 
чертежа видно, что первая изъ нихъ перпендикулярна къ 
АО, а вторая—къ ОЕ. 

Проведемъ черезъ точки В и О двЪ плоскости, перпендику- 
лярныя къ оси конуса; вслЪдств!е того, что ВЕ и АО почти 
сливаются, эти плоскости будутъ перпендикулярны къ нимъ. 
Плоскости, пересЪкаясь съ поверхностью конуса, дадутъ круг- 
лыя площадки ВЕ и О4. Обозначимъ величины этихъ площа- 
докъ черезъ 5; и 5.. Изъ чертежа видно, что 

ры в Е ы 


б.=0» с05 4 

Если на единиц площади данной сферической поверхности 
находится масса т, то на площадкахъ в, и в, масса будетъ то, 
и т,. 

Разсмотримъ, какъ эти массы тз: и то, будутъ притяги- 
вать точку С. 

ВслЪдств!е того, что точки А и В почти совпадаютъ, можно 
считать, что С находится отъ в, на разстоян№и АС; аналогично 
заключимъ, что С отстоитъ отъ в, на разстоян!и СЛ. Эти раз- 
стоян1я по тмъ же причинамъ можно считать высотами ко- 
нусовъ СВЕ и СОС. | 

Сила взаимнаго притяжен!я выражается формулой 

_ тт 

| ие 
ГД п, и т. массы взаимодЪйствующихъ тБлъ, а ®—разстоя- 
н1е между ними. 
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Въ разсматриваемомъ случаЪ точка С.массы т, притяги- 
вается площадкою в; массы тз, въ одну сторону, и площад- 
кою в“ массы тз, въ другую. Первая сила притяженвя 


пы .тз 
1 1 

равна Ь ==” 
тт р т. 

а вторая =“ 


Опредфлимъ, какая изъ этихъ силъ больше, 
Изъ равенства (1) получаемъ 


Подставляя въ выражен!я силъ, получимъ 
р Пи РЫ. о -5з. 
АС*. со5а СТ? . соза 
Возьмемъ отношен!е этихъ силъ 
р _ т. .т5, .СТ?.соза _ 5, .С1? 
Т, АС®. соза. т.т. 98 В.. АС? 
Изъ чертежа видно, что 
5$: 240? 
$. 010: 
откуда 5, . С02=5,. АС? или, дъля обЪ части равенства на 5,. АС, 
получимъ 


5, .С02_. 

8. АС | 

Подставляя полученный результать въ отнощен!е силъ [, и |, 
найдемъ 


1. 


Е 

2 
т.-е. эти силы равны. А такъ какъ онф направлены въ прямо- 
противоположныя стороны, то онЪф уничтожаются, и на нашу 
точку никаня силы не будутъ дЪйствовать. 

ВслЪдств!е того, что конусы, аналогичные разсмотрЪнному, 
можно провести по всЪмъ направлен!ямъ, заключаемъ, что на 
данную точку сферическая поверхность дЪйствовать не будетъ. 

Такъ какъ всЪ сферическ1я поверхности, на которыя раз- 
бита данная сфера, совершенно равноправны, то и вся сфера 
не будетъ дЪйствовать на точку. 
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Но всЪ точки данной палочки такъ же равноправны, а 
потому и на всю палочку не будетъ дЪйствовать никакихъ 
силЪ. 

Если бы земля была пустотфлой сферой, то всякое т$ло, 
помЪфщенное внутри ея, не имЪло бы никакого вЪфса и держа- 
лось бы въ пространствЪ безъ всякой поддержки. 


169. 


Представимъ себЪ земной шаръ просверленнымъ 
по оси, перпендикулярной къ плоскости эклиптики. 
Пусть мы имЪфемъ матер1альное тфло, опредфленной 
массы, подверженное только дЪйств!ю силы тяжести. 
Что произойдетъ съ тфломъ, если его бросить въ 
просверленное отверсте? 

Ръшене. ИзвЪстно, что всЪ тфла притягиваются по закону 
Ньютона, при чемъ сила, движущая ихъ, выражается форму- 


й т. то , 
лой =, ГДЪ © разстоян!е между тЪлами, а т, и т,— 
$ 
массы тЪлЪ. 
4 
Если 4—плотность земли, то ея масса=—5 Аза и сила 


т 4 4 83 83 
т. -<134=—ж.т.4.-=А.-, гдЪ А—постоянная вели- 
72 3 3 72 72 


4 
чина, равная-- ти. 


Если тЪло находится на поверхности земли, то ’=Й, такъ 
какъ всяк шаръ притягиваетъь такимъ образомъ, какъ будто 
бы вся его масса сосредоточена въ центрЪ. СлЪдовательно въ 
этомъ случаЪ сила [=АВ. 

Пусть теперь т$ло находится внутри земли, напр. въ точк С 
{черт. 32). Проведемъ черезъ эту точку кон- 
центрическую поверхность. Она разобьетъ 
нашу землю на двЪ части. Для тЪла < 
первая часть будеть вн-шнею и его при- 
тягивать не будетъ (см. предыдущую зада- 
чу), вторая же, какъ шаръ ращуса х, бу- ! 
детъ притягивать его съ силою 

|= Ах. Черт. 32. 
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Такимъ образомъ сила, дЪйствующая на тфло, пропорц!о- 
нальна его разстоян!ю отъ центра земли. 

ВслЪдств!е этого всякое тЪло, находящееся подъ дЪйствемъ 
силы, измБняющейся по такому закону, будеть совершать 
маятникообразное (гармоническое) колебане. Поэтому, если въ 
просверленное въ землф отверстйе бросить матер!альное тфло, 
то оно до центра земли двигалось бы ускоренно, а пройдя 
центръ стало бы двигаться замедленно; у поверхности земли, 
съ противоположной стороны, оно бы остановилось, затфмъ 
полетЪло бы обратно и т. д., однимъ словомъ было бы осуще- 
ствлено вЪчное движенйе (регреиит тоЪШе) *). 
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Найти ускорен!е тЪла въ предыдущей задачЪ. 
Рьшенте. Мы видЪли, что на тъло дЪйствуетъ сила |=Ах, 
ГДЪ х— разстоян!е тЪла отъ центра земли, а А— постоян- 


А 
ная величина, равная та, при чемъ т— масса притягиваемаго 
тфла, а 4— плотность земли. Полностью формула напишется такъ 

4 
=-2п.т%.4.5. 
7 3 
Съ другой стороны всякая сила Е равна массЪ т тБла, 


на которое она дЪйствуетъ, умноженной на сообщаемое этой 
массЪ ускорене 7, т.-е. 


Е=ту. 
Отсюда найдемъ ускорене 7 въ видЪ 

_Е 

и 


Такъ какъ сила Е дЪйствуеть на Тфло массы т, то уско- 
рене 7, которое она сообщить этой массЪ, будетъ равно 


Такимъ образомъ, ускорен!е не зависитъ отъ массы движу- 
щагося тфла, иначе говоря, всЪ тфла при данныхъ условяхь 
двигались бы совершенно одинаково. 


*) См. стр. 123 и слёд. 
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Когда ТЪло находится у поверхности земли, то х=В и 
ускорене 7 будетъ наибольшимъ; оно въ этомъ случаЪ равно 
= та. 

По мЪрЪ движен!я тфла, разстоян!е между тЪломъ и цен- 
тромъ земли будетъь уменьшаться, а потому будетъ умень- 
шаться и ускорене его (но не скорость, которая будетъ воз- 
растать, такъ какъ тТЬло движется не по инерщи, а подъ 
непрерывнымъ дЪйствемъ силы). 

Когда тЪло придеть къ центру, то 71=0, скорость будетъ наи- 


большей. Подъ вллявемъ пр!обрЪтенной энерйи (которая 
2 


то 
равна — ТЪло не остановится въ центръ, а полетитъ дальще, 


но лишь только тфло выйдетъ изъ центра, какъ возникнетъ сила, 
тянущая его обратно къ центру, слЪфдовательно сообщающая 
ему отрицательное ускорене. Эта сила остановитъ тло только 
тогда, когда оно будеть у поверхности земли. Въ этотъ мо- 


тах = 


и 4 
ментъ скорость тЪла равна 0, и ускорен!е 7, равное ис таВ, на- 


правлено къ центру земли. 


171. 
Регрёиит тоБ!е. 


Въ книгЪ Обреимова «Математическе софизмы» приведено 
описан!е машины, изобрЪфтатель которой утверждалъ на стра- 
ницахъ французскаго журнала «]оигпа! 4ез зауап{з», что, будучи 
разъ приведена въ движен!е, его машина не остановится до 
тъхь поръ, пока отъ тренйя не испортятся ея движущяся 
части. 

Эта машина *) представляетъ собой барабанъ (черт. 33), 
раздЪленный внутри на полости сплошными перегородками 
АВ, СЪ, ЕЕ ит. д. и надЪтый на валъ @. Ращусъ окруж- 
ности барабана болЪе, чЪмъ въ 5 разъ превышаетъ ращусъ 
окружности вала. Въ каждомъ изъ отдфленй барабана нахо- 
дится по тяжелому шару а, В, сит. д., которые могуть сво- 


*) Описаше машины заимствовано изъ вышеупомянутой книги Обреимова. 
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бодно скатываться или по направлен!ю къ оси вращен!я бара- 

бана или къ его перифер!и, смотря по наклону перегородки. 

Разсмотримъ машину въ томъ поло- 

жен!и, какое дано ей на чертежЪ. Ша- 

ры ВБ ид, [и с, еи 4, расположен- 

ные симметрично относительно верти- 

кальнаго д1аметра барабана, взаимно 

{ уравновЪшиваются, а шары Ё, 1, т, п 

и р, прилегающие къ оси, не въ состоя- 

4 н!и оказать сопротивлен!я напряженю 

Черт. 33. груза а’, который, вслЪдств!е этого, па- 

дая внизъ, производить движен!е колесъ по направлен!ю стрЪ- 

лки. По мЪрЪ перемфщен!я отдЪлен!я барабана Р на мЪсто, 

занимаемое @, отдфлене В становится на МЪсто Р, шаръ Ё 

перекатывается къ перифер1и и приборъ снова оказывается 
въ условяхъ, обезпечивающихъ возможность его вращен!я. 

Разъяснене. Чтобы разобраться, можетъ ли эта машина осу- 

ществить вЪчное движен!е, построимъ нЪсколько упрощенную 

схему, именно, возьмемъ барабанъ, раздЪленный двумя взаимно- 

перпендикулярными перегородками 

на четыре части, какъ это указано 

на чертежЪ 34-мъ. Въ каждую часть 

положимъ по тяжелому шару и да- 

димъ всей системЪ легкое вращатель- 

ное движене. Посмотримъ, будетъ 

ли наша система поддерживать дан- 

ное вращен!е? Подъ системой, осуще- 

ствляющей «вЪчное движен!е» подра- 

зумЪваютъ такую систему, на дви- 

Черт. 34. жен!е которой энерги требуется 

меньше, чЪмъ ея дЪйствительно освобождается въ маши- 

НЪ (излишекъ же идетъь на уничтожен!е работы трен!я, или 

можеть быть употребленъь по нашему усмотрфн!ю). Если 

мы подсчитаемъ энер! ю паден!я того шара а’, который приво- 

дитъ весь барабанъ въ движен!е и если обнаружимъ, что эта 

энерг!я больше затрачиваемой на вращен!е барабана и ша- 

ровъ до начала работы слЪдующаго шара Ё, то мы заключимъ, 

что, дЪйствительно, въ данномъ случаЪъ наша машина осущест- 
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вляеть регрешит тоБИе. Но подсчитывать затрату энерг!и на 
вращен!е барабана и шара пр1емами элементарной матема- 
тики нфсколько затруднительно, а потому весь процессъ ра- 
боты нашей машины мы сведемъ къ простЪйшимъ явлен!ямъ, 
предполагая, что подсчеть превращен!я энерг!и въ нихъ из- 
вЪстенъ уже читателю. 

Возьмемъ математическй маятникъ ОЛ (черт. 35). Какъ 
извЪстно, математическимъ маятникомъ называется матер!аль- 
ная точка А, вЪса тд (ГДЪ т—ея масса, 10 
а 9— притяжен!е силы тяжести), подвЪшенная 
на невЪсомой нити къ точкЪ 0. Линя 40 
соединяетъ такимъ образомъ центръ тяжести 
нашей системы съ точкой привЪса. Если отве- 
демъ нашу точку въ В и отпустимъ, то она 
начнетъь колебаться около положен1я своего 
равновЪс1я ОО’, переходя изъ точки В въ С 
и обратно. Уголь АОС, при этомъ, всегда бу- 
деть равенъ углу АОВ. Положен!е равновЪ- 
ся характеризуется тЪмъ, что въ немъ Черт. 35. 
ускорен!е 7 равно нулю. Въ самомъ дЪлЪ, разлагая вЪсъ. 
матер!альной точки, когда она находится въ В, по направлен!- 
ямъ ОВ’и ВЛ видимъ, что дЪйствующею силою будеть ВО = 
— Рзта, а ВВ’ будетъ уничтожено сопротивленемъ нити. 

Эта сила Рэпа, дъйствуя на массу т, сообщить ей уско- 
рене 7, равное 


. Рэзэта тозта р 
— —— мы =шуЗша 
7% т 

Когда точка проходить черезъ положене ОО’, то а=3 и 1 =0. 

Перейдемъ теперь къ нашей схемЪ (черт. 34); здЪсь мы сдЪ- 
лаемъ (пока) слЪдующ!я предположен!я, характерныя для иде- 
альнаго случая: 1) нашъ барабанъ и перегородки невЪсомы, 
т.-е. ихъ масса равна 0, 2) что шары А, В, Си Ш, обладая 
значительнымъ вЪфсомъ, имфють ничтожно-малые размЪры и 
3) что никакого трен!я не существуетъ. 

Въ такомъ случаЪ изученйе свойствъ барабана сводится къ. 
предыдущему—къ маятнику. Въ самомъ дЪлЪ, шары РБ и В, 
вслЪдств!е ихъ ничтожныхъ размЪровъ будуть находиться на 
вертикали 0’О и въ расчетъ поэтому не войдутъ, а шары 
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А и С, которые какъ бы прикрфплены къ невЪсомымъ стерж- 
нямъ ОС и ОА, накрЪфпко между собою связаннымъ, образуютъ 
математическ!й маятникъ СОА. Центръ тяжести этого маятника 
находится въ средин$ лини АС, въ точкЪ 5. Такимъ обра- 


Черт. 36. 


зомъ придется слЪдить за колебан1ями лин!и ОЗ. Она отклонена 
оть положения своего равновЪмя 0’О’ на уголъ С05, рав- 
ный а=45°. (Что линя 0О’О’ есть линйя полож. равновЪия, 
видно изъ чертежа 00). Совершая колебан!я, точка 8 перей- 
деть черезь линю 0’О’и въ самомъ концЪ своего движен!я 
придеть въ 65’, при чемь / 5’ОС будетъь равенъ Д С08. 
Въ этоть моментъ стержень ОС пойдеть по направлен1ю ОЕ, 
и стержень АО— по направлен!ю 00’. Остановившись на мгно- 
вене въ 5’, точка 5 начала бы двигаться назадъ, совершая 
обычныя маятникообразныя колебан!я. Но не то получится, 
если мы въ самомъ началЪ движения нашего барабана дадимъ 
ему небольшой толчокъ. Тогда при своемъ движен!и точка 8 
не остановится въ 65’, а пройдетъ дальше на нФкоторый уголъ В 
въ точку 5”, но лишь только В выйдетъ изъ ©’, шаръ С ска- 
тится къ центру, а шаръ О—къ периферии, и у насъ возста- 
новятся первоначальныя услов1я расположен!я шаровъ, и дви- 
жене будетъь продолжаться въ ту же сторону. Такимъ обра- 
зомъ движен!е хотя и будетъ постояннымъ, но его нельзя 
назвать «вЪчнымъ» въ принятомъ смыслЪ слова, такъ какъ на 
него будетъ тратиться вся энерМя падающаго шара, 

Такова «идеальная» картина явлен1я. 

Что же будетъ происходить въ дЪйствительности? 

Для этого опредфлимъ ускорен!е нашего маятника въ «иде- 
альномъ» случаЪ. Какъ всегда, оно равно дЪйствующей силЪ, 
дЪленной на массу. Но здЪсь гораздо удобнЪе примЪнить слф- 
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дующй пр!емъ. Основываясь на томъ, что 1) всявье дЪйстве 
равно противодЪйств!ю, и что 2) при всякомъ равновЪс!и мо- 
ментовъ силъ, дЬйствующихъ въ одну сторону всегда равны 
моменты силъ, дЪйствующимъ въ обратную сторону, будемъ 
разсуждать такъ. Если дЪйствующая сила 2т4, приложенная 
въ точкЪ 5 (въ центрЪ тяжести) —сообщаетъ всей системЪ уско- 
рене 7], то сама система противодЪйствуетъь дЪйствующей силЪ 
съ силою 2и). 

Если бы силы, дЪйствующая и противодЪйствующая, при- 
лагались на одномъ разстоянйи отъ центра, то мы прямо бы 
написали 

дъиствующая==противодЪйствующей. 

Но у насъ дЬйствующая приложена на разстоян!и ОГ, (какъ 
всегда—оно измЪряется по перпендикуляру), одна половина про- 
тиводЪйствующей— на разстоян!и ОА, а другая на разстоян!и 
Ор=ОА. Такъ какъ ускорен!е всюду направлено по касатель- 
ной, то противодЪйств1я обЪихъ половинокъ можно соединить 
въ одно и считать, что вся противодфйствующая приложена въ 
точкЪ А. Моментъ дЪйствующей силы равенъ 2та.ОГ, мо- 
ментъь же противодЪйствующей равенъ 2". ОА = 2/8, гдЪ 
Е— рад1усъ барабана. Отсюда получаемъ 

2тд.ОГ=2т\щВ (1) или 9.ОГ=78 
Но ОГ=Обзта, ОБб=В соза; отсюда 


ОТ,=В соза.зта=В. и 
Такимъ образомъ 
72 
98 5 “В или > 9зт 2а 


При такомъ положен!и, какъ начальное, а=45°, и 
. 1 1 
=2931(2.45°)=-9. 
1=595(2.45°)=59 
Положен!е равновЪфся, около котораго совершаются коле- 
баня, опредЪляется изъ услов!я 71==0. СлЪдовательно 


= 9 т (2«)=0, откуда зт 2а=0 или ==0, т.-е.а 


положенемъ равновЪая служить вертикаль. 
ПослЪ этого легко отвфтить на вопросъ, что будетъ въ дЪй- 
ствительности съ разсматриваемой машиной. 
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Въ дЪйствительности У насъ всегда имЪфется налицо трее, 
которое препятствуетъь движеню съ н-которымъ моментомъ К. 


Услов1е (1) перепишется теперь такъ: 


2тд.ОТ-—К =214 В, или .01—. =/В. 


Замфняя ОГ, его значен1емъ, получаемъ 


1 : К . 
9.5 В эт 2&— ты, откуда 


д эт 2а Н_ - или, окончательно 
17—59 Эт ИЛ - 


те (= 2а - ) 
о. дтВ /* 
Положен!е равновЪс1я опредфлится изъ услов!я 1=0, или 


2: (5 2а Е = а это раве а 
1=59 ив это равенство даетъ 


эт Зе ь 
дтВ 
откуда и опредфляется значен!е о.=а, отм5чающее положеше 
00”, около котораго совершаются колебан1я (черт. 37). СлЪдова- 
тельно, благодаря трен!ю, маятникъ будетъ отведенъ отъ по- 
ложен!я своего равновЪся О”О” только на уголъ В, равный 
а—а,=45°— а, а потому, при колебанйи, точка В не дойдетъ 
до 5”, а остановится въ 5””, при чемъ уголь 5’05"=2, 
вслЪдстве того, что /.5’05”'=6'06—5'”ОК=а—(8 —а.)= 


=а— В-На, =а— ааа, =2а.. 

СлЪдовательно, если точка & никогда не придетъ въ ©’, то 
и стержень ОС никогда не станетъ горизонтальнымъ, шаръ С 
никогда не перекатится къ центру, и движен!е не будетъ под- 
держиваться. 

Не лучше будеть обстоять дЪло и съ 12-ю шарами (черт. 38). 
Здьсь можно разсмотрЪть колебане 6 шаровъ, именно А, В, 
С, В, Е, С. Центръ тяжести лежить на ливи 05, которая 
при колебан!и безъ тренйя дойдетъ до положен1я ОР, а шаръ 
С до М. Если же былъ данъ раньше толчокъ, то какъ лин!я 
05, такь и шаръ @, пройдутъ больший путь; тогда шаръ @ мо- 
жетъ перекатиться къ центру, а шаръ М — къ перифер!и, и 
движен!е будетъ продолжаться. Но такъ какъ трене у насъ 
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есть, а при двЪнадцати шарахъ оно больше чфмъ при четырехь 
(потому что вЪсъ всей системы больше), то Об никогда не 


Черт. 38. Черт. 39. 


дойдетъ до ОТ, шары не будутъ перекатываться, и движен!е 
прекратится. А если мы приведемъ барабанъ въ быстрое вра- 
щене, то онъ дЪйствительно будетъ н-которое время вращать- 
ся, пока вся сообщенная ему нами энерг!я не уйдетъ на прео- 
долЪНе трен!я; затфмъ онъ остановится. 

Но не выигрываеть ли наша машина тфмъ, что перегородки 
у нея изогнутыя, а не прямыя, какъ у насъ. Но и на это 
надо отвфтить отрицательно. Въ самомъ дЪълф, хотя при пе- 
редвижен!и шара С (черт. 38) къ центру передвигается вправо 
и линя 05, соединяющая центръ тяжести съ точкой привЪса, 
но выйти изъ области угла РОС она не можеть. 

Крайнимъ положен!емъ ея будеть ОС, соотвЪтствующее тому 
моменту, когда @ уже находится въ центр или когда его 
совсЪмъ нЪтЪ. 

Если бы положен!е Об всегда совпадало съ ОС, то нашъ 
маятникъ (при отсутств!и трен!я) сдВлалъ бы размахъ на уголъ 
КОС, и ОЕ стала бы горизонтальной. Если ОЕ есть касательная 
къ перегородкЪ ОС въ точкЪ О, то въ этотъ моменть шаръ @ 
пришелъ бы въ центръ (такъ какъ шаръ будетъ находиться въ 
той точкЪ поднимающей его перегородки, гдЪ касательная 
горизонтальна). 

Но въ точкф О касательная къ перегородкЪ, на которой 
лежить шаръ М, будетъ параллельна касательной (или совпа- 
дать съ ней) въ той же точкЪ для перегородки ОС, а потому, 
когда шаръ @ будеть въ центрЪ, шаръ М начнетъ скатываться. 
Такимъ образомъ весь выигрышъ оть косыхъ перегородокъ 
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заключается лишь въ томъ, что шаръ постепенно подводится 
къ центру, а не сразу перескакиваетъ, какъ на схемЪ. Выиг- 
рыша же въ освобождающейся энерг!и и здЪсь не получается. 

Мы не будемъ останавливаться на детальномъ разборЪ ма- 
шины съ кривыми перегородками, а предлагаемъ читателю са- 
мому задаться [перегородками опредЪфленной формы (хотя бы, 
напр. окружностями) такъ, чтобы знать въ любой точкЪ на- 
правлен!е касательной и, пользуясь вышеизложеннымъ мето- 
домъ, уяснить себ невозможность выигрыша энерги, т.-е. 
«вЪчнаго движен1я». 

Въ заключен!е скажемъ, что лицу, вЪрящему въ законъ 
сохранен!я энерг!и, не нужно входить въ сложныя математи- 
ческ!я вычислен!я. Его методъ разсужденя будетъ иной. 

Онъ ясно увидитъ, что каждый шаръ, при вращен!и, опу- 
скается отъ точки Ё (черт. 33) до точки 4, а затЪмъ вновь 
поднимается въ Ё. СлЪЬдовательно, та работа (энерг1я), кото- 
рую онъ совершитъ при своемъ опусканйи, будетъ затрачена 
на его собственный подъемъ. Откуда же возьмется знермя на 
сообщене вращен1я шарамъ при скатыванйи ихъ по перегород- 
камъ, на преодолфн1е трен!я ихъ о перегородки, на преодо- 
лъне тремя барабана о воздухъ, и о подшипники? Ея нЪть; 
нфтъ, потому, и движен!я. Но дЪло въ томъ, что изобрЪтатели 
такихъь машинъ не вфрятъ въ законъ сохранен!я работы, а 
потому приходится предлагать имъ разборъ того, что другимъ 
очевидно. 
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Представимъ себЪ, что мы стоимъ около полотна 
желЪзной дороги и слышимъ свистокъ приближаю- 
щагося къ намъ пофзда. Зная скорость поЪзда, 
опредЪлить дЪйствительную высоту тона свистка. 


Рюшене. Если бы поЪфздъ быль неподвиженъ, то до насъ 
въ одну секунду дошло какъ разъ столько звуковыхъ колеба- 
н, сколько ихъ производить на самомъ дЪлЪ паровозный 
свистокъ. Но, такъ какъ пофздъ движется, приближаясь къ 
намъ, то мы ощутимъ колебан!й больше и, слЪдовательно, 
тонъ услышаннаго свистка будетъ выше того, который издаетъ _ 
свистокъ. 
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Обозначимъ черезъ Х длину звуковой волны свистка, че- 
резъ #— скорость звука въ воздухЪ, черезъ и— скорость дви- 
жен!я пофзда. Если время одного полнаго колебан!я будетъ т, 


е 1 р. 
а число колебанйй въ секунду п, то п=— и Е (см. 
черт. 40). 


Черт. 40. 
Во время одного колебан!я начало волны (напр. узелъ ея) 
уйдетъ отъ источника на (черт. 39) длину ^, а самъ источникъ 
продвинется по тому же направлен!ю на ВЕ СВЕ. 
длину ит. Такъ какъ время перваго коле- | 
баня уже прошло, то источникь звука №. 
начнетъ издавать второе колебан!е. 
Такимъ образомъ получившаяся длина !- 
волны будеть на ^, а ^—ищ =), (черт. 41, 
нижняя волна). 
Зная длину волны, легко опредфлить чи- 
сло колебанй. Оно равно 


® о 
=== 


и щ 


1 
Но А=5 и "=, откуда 


у 2 
—=—— ==): 
9—\% т(0—ми) —и 
Итакъ, если источникъ звука движется на насъ со ско- 
ростью и, то число п, ощутимыхъ ухомъ колебанйй равно 
дъйствительному числу п издаваемыхъ свисткомъ колебан!й, 


т 


9 
увеличенному въ —_. разъ. 


Пусть скорость поЪфзда 47,5 килом. въ часъ, что равно 


47,5 метр. 1 метр. 
3500 ЗО век. о Е 
Тогда 


30 метр. 
ара Е 


п есть скорость звука. 
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25 
Отсюда п, =24 ". 


: .. 25 
Отношен!е чиселъ колебан!й ’ Равное 5„, характеризуетъ 


собою повышене тона на малый полутонъ, такъ что если слы- 
шанная высота тона несущагося пофзда есть «4о д1эзъ», то 
свистокъ на самомъ дЪълЪ даетъ только «40». 
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Представимъ себЪ, что мы Фдемъ въ автомобилЪ 
и мчимся къ тоннелю въ отв$сной горЪ. Приблизи- 
тельно за полъ-версты до него, шоферъ далъ гудокъ. 
Когда гудокъ смолкъ, мы услышали эхо, тонъ ко- 
тораго оказался выше тона гудка на большую тер- 
цю. Опредфлить скорость автомобиля. 

Ришенле. Какъ уже было выяснено въ предыдущей задачЪ 
звукъ становится выше отъ приближен! я автомобиля къ непод- 
етр. 


ы. м 
вижной горЪф. Если скорость автомобиля ий и звука 


метр. - ы 
о а число колебан!й въ | сек., издаваемыхъ гудкомъ есть 


п, то до горы въ 1 сек. дойдетъ п, колебанй, при чемъ 


п. =п. . 
+ 7—\и 


Дойдя до горы, звукъ отразится и пойдетъ обратно, и 
если бы мы стояли, то высота эхо была бы равна п,. 

Но мы движемся навстрЪчу эхо и тонъ его становится выше. 
ОпредЪлимъ это повышене. 


Когда мы стоимъ, мимо нашего уха пройдетъь и, колебанй 
Направл. движ. звука =—=——— 


Черт. 42. Направл. движ. автомоб. 


въ секунду. Когда же движемся навстрЪфчу со скоростью и, 
то мимо насъ пройдетъ колебанй!й больше на столько, сколько 


= Вы 


волнъ укладывается въ пройденномъ нами пути, т.-е. въ и мет- 
рахъ (черт. 42). 


Такъ какъ въ 1 сек. совершается п, колебанйй и скорость 


етр. ы р) 
р ‚› ТО длина одной волны есть Я и на раз- 
ы 1 
стояни й метровъ ихъ уложится 


звука есть % 


10 м. 
м У 
о и. п: 
СлЪЬдовательно, мы услышимъ больше колебан!й на а. 
всего-же 
и. п оч 
1 
п =п . 
а р. 9 


Такова будетъ высота эхо п,. Поэтому 
о-и о ои 
и 


Откуда 


Итакъ, если источникъ звука и наблюдатель движется 
другъ другу навстрЪчу, каждый со скоростью и, то, число слы- 
шимыхъ колебанйй п, больше числа п дЪйствительно испускае- 


о и 


МЫХЪ ИСТоОчЧнНиИкКоОмМъЪ ВЪ Е разъ. 


Профзжая въ автомобилЪ и слыша высоту гудка и эхо, уста- 
новлено, что разница между ними—большая терщя; это зна- 
чить, что если гудокъ издавалъ тонъ «40», то эхо-—«пи», если 
гудокъ издавалъ «а» или «п! бемоль», то эхо соотвЪтственно— 
«а» или «50. 


Эта тона характеризуются тЪмъ, что число колебанйЙ одного 
относится къ числу колебанйй другого, какъ 5:4, т.-е. 


Вы 
п 4 
Сравнивая 
5 о--и 
=п.— и щ=п. '- 
. 4 аи 


находимъ, что 


Ри 5 
би 4 
ЗамЪняя о его значешемъ 330 СР. находимъ, что 
ЗЗ0--и 5 откуда „330 _ 10 метр. 
330—м 4’ у 9 З сек. 


Опредфляя и въ часахъ и километрахъ, найдемъ: 
_ 10.3600 _ килом. 

— 3.1000 часъ ° 

т.-е. около 115 верстъ въ часъ. 
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